ORSAY N^0 D’ORDRE : 6224

UNIVERSITÉ DE PARIS-SUD U.F.R. SCIENTIFIQUE D’ORSAY

THÈSE

présentée pour obtenir

Le GRADE de DOCTEUR EN SCIENCES

DE L’UNIVERSITÉ PARIS XI ORSAY par Nicolas SATOR

Lignes de percolation dans un fluide supercritique

Soutenue le 20 Septembre 2000 devant la commission d’examen :

MM. Daniel BEYSENS rapporteur Xavier CAMPI directeur de thèse Antonio CONIGLIO Hans HERRMANN rapporteur Hendrik-Jan HILHORST président Hubert KRIVINE co-directeur de thèse Dominique LEVESQUE invité à Isabelle

Remerciements

C’est un plaisir de commencer cette page en évoquant mes directeurs de thèse, Xavier Campi et Hubert Krivine. Ils ont tout deux guidé mes premiers pas dans la Recherche en faisant preuve d’une patience, d’une disponibilité et d’une pédagogie sans égales. J’ai non seulement bénéficié de leurs compétences et de leur vision générale de la Physique, mais également de leur humour et de leur enrichissante culture. Hubert et Xavier, merci !

J’ai eu par ailleurs le privilège de collaborer avec Eric Plagnol, qui m’a offert l’opportunité de confronter nos modèles à l’expérience. Sa curiosité insatiable et sa volonté de comprendre le fond des choses ont grandement contribué à l’avancée de nos travaux.

Je remercie Henk Hilhorst d’avoir présidé le jury de thèse et de m’avoir fait part de ses remarques constructives à propos du manuscrit. Pour son aide précieuse, notamment dans mon apprentissage des méthodes numériques, je remercie chaleureusement Dominique Levesque qui a également accepté d’être membre du jury. Je suis reconnaissant à Daniel Beysens et Hans Herrmann qui ont consacré du temps à la rédaction des rapports de thèse pendant la période estivale ! Je souhaite enfin exprimer ma grattitude à Antonio Coniglio pour l’intérêt qu’il a porté à ce travail en acceptant de faire parti du jury.

J’ai commencé ma thèse à la Division de Physique Théorique de l’Institut de Physique Nucléaire d’Orsay dirigée par Xavier Campi et l’ai achevée au nouveau Laboratoire de Physique Théorique et Modèles Statistiques dont le directeur est Alain Comtet. Je les remercie d’avoir mis à ma disposition tous les moyens nécessaires à la réalisation de ce travail. Le LPTMS m’a offert un environnement scientifique et humain motivant et enrichissant, que ses membres en soient remerciés, en particulier Oriol Bohigas, Patricio Leboeuf et Olivier Martin. J’ai notamment pu compter sur Claude Jacquemin, le spécialiste ès Linux, toujours prêt à intervenir en cas de problème. L’expérience de deux vétérans de la thèse, Christophe Texier et Jérôme Houdayer, m’a été très utile ; je les remercie, ainsi que les autres thésards du LPTMS. Un grand merci à Nadine Rohart et Martine Thouvenot pour leur aide efficace concernant les diverses démarches administratives ainsi qu’à Michèle Verret.

Cette thèse marque la fin de mes études et il est temps pour moi de remercier les professeurs qui ont donné naissance à mon intérêt pour la Physique. Je pense tout particulièrement à M^{elle} Vianney et M. Dixmier, mes professeurs de Physique au lycée et à Murat Boratav qui m’a mis le pied à l’étrier en DEUG. Je tiens également à remercier Claude Aslangul pour son soutien amical et ses judicieux conseils.

Marie-Thérèse, que serai-je devenu sans toi ? Tes encouragements au quotidien et ta bonne humeur ont été déterminants pendant ces années à Orsay. Toi qui aime tant lire, tu as du prendre beaucoup de plaisir à relire deux fois cette thèse !

J’ai été ravi de partager mon bureau successivement avec Marcelle au grand cœur et Samuel aux grandes foulées. Leur gentillesse et leurs conseils m’ont beaucoup touché et ont contribué à rendre très agréable mon séjour au laboratoire.

Julien Husson a effectué un stage sous la direction d’Hubert Krivine, je le remercie pour ses questions pertinentes et sa recherche bibliographique sur les applications industrielles des fluides supercritiques. Merci également à Vito Latora pour sa joie de vivre italienne et ses encouragements avant la soutenance.

Ces années de thèse ont vu la formation d’une joyeuse bande d’apprentischercheurs d’Orsay au sein de laquelle règne une ambiance formidable, depuis les Rencontres Jeunes Chercheurs de Grasse à celles de Sancerre en passant par la renaissance des Assemblées Jeunes Thésards. Merci à vous mes amis : Cristina, Elias, Jérôme, Julien, Murielle, Olivier et Santiago. Je tiens également à remercier les autres thésards que j’ai eu le plaisir de fréquenter : David, Florent, Laurence, Marjorie et Sebastien.

Mes parents et mon frère ont le mérite de me supporter depuis longtemps et en particulier depuis trois ans. Leur soutien moral et gastronomique est pour beaucoup dans ce travail de thèse.

Table des matières

Introduction 9

1 Histoires d’amas 13 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.1.1 Définition d’un fluide simple . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.1.2 De la thermodynamique à la morphologie d’un fluide simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.2 Amas et Condensation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.2.1 Amas de Mayer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.2.2 Amas de Frenkel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.2.3 Amas de Fisher . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.3 Amas et lignes de percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.3.1 Amas d’Ising . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.3.2 Amas de Coniglio-Klein . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 1.3.3 Amas de Swendsen-Wang . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.4 Amas énergétiquement stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 1.4.1 Critères de stabilité des amas . . . . . . . . . . . . . . 35 1.4.2 Amas localement stables . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 1.4.3 Amas globalement stables . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2 Ligne de percolation des amas stables 43 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 2.2 Etude de la ligne de percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.2.1 Localisation dans le diagramme de phase . . . . . . . . 45 2.2.2 Détermination des exposants critiques . . . . . . . . . 49 2.2.3 Conservation de l’énergie le long de la ligne de percolation 52 2.3 Comparaison avec les amas globalement stables . . . . . . . . 53 2.4 Distribution en taille des amas stables sur la courbe de coexistence liquide-gaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.5 Autres lignes dans la phase supercritique . . . . . . . . . . . . 56 2.6 Applications aux systèmes de petites tailles . . . . . . . . . . . 59

8 TABLE DES MATIÈRES

3 Propriétés des amas stables 65 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.2 Morphologie des amas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 3.3 Stabilité énergétique des amas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 3.3.1 Températures effectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 3.3.2 Energie interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.3.3 Stabilité par émission de monomères . . . . . . . . . . 74 3.3.4 Bilan d’énergie le long de la ligne de percolation . . . . 76 3.4 Durée de vie des amas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 3.4.1 Dans le fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.4.2 Dans le vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4 Mise en évidence expérimentale 85 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 4.2 Expériences dans des systèmes macroscopiques . . . . . . . . . 85 4.3 Expériences et simulations dans de petits systèmes . . . . . 89 4.3.1 Simulation numérique de l’expansion d’une gouttelette 89 4.3.2 Analyse d’une expérience de fragmentation de noyaux d’or . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Résumé et perspectives 101

A Percolation 105

B Modèle de gaz sur réseau 109

C Formalisme du gaz parfait d’amas 113

D Formalisme et amas de Hill 117 D.1 Formalisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 D.2 Amas de Hill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

E Percolation en gaz sur réseau 123

F Paramètres des simulations numériques 127 F.1 Algorithme de Monte-Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 F.2 Dynamique Moléculaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Bibliographie 129

Introduction

Le sujet de cette thèse est la structure en amas de la phase supercritique d’un fluide simple et ses possibles manifestations physiques. Les problèmes que nous allons aborder concernent à la fois la physique statistique et la physique des fluides classiques.

Le terme générique de fluide simple recouvre une très large variété de systèmes physiques allant des gaz nobles à la matière nucléaire en passant par les fluides binaires. Ces systèmes ont un point commun : l’interaction entre leurs constituants élémentaires, dont on néglige la structure interne, peut être modélisée par un potentiel attractif à courte portée et un cœur dur répulsif. Les propriétés thermodynamiques qui découlent d’un tel potentiel ont fait l’objet d’un nombre considérable de travaux et sont bien connues aujourd’hui. Le diagramme de phase des fluides simples a notamment été déterminé et l’on sait qu’au-dessus d’une certaine température, appelée “température critique”, le fluide est sous la forme d’une phase unique : la phase supercritique^1. L’homogénéité de la densité suggère, au premier abord, que la phase supercritique n’est constituée que de monomères, c’est-à-dire d’amas à une particule. C’est sans doute le cas à très haute température ; cependant, à des températures suffisamment basses mais supérieures à la température critique, l’attraction entre les particules favorise la formation d’amas. L’un des buts de cette thèse est précisément de mettre en évidence, dans le cadre d’un modèle de fluide réaliste, la présence d’amas dans la phase supercritique et d’établir une correspondance entre les grandeurs thermodynamiques et les propriétés géométriques qui caractérisent ces amas.

La connaissance de la morphologie d’un fluide en termes d’amas, pour des conditions thermodynamiques données, présente un intérêt tant sur le plan de la recherche fondamentale que pour les nombreuses applications industrielles qui utilisent les fluides supercritiques.

La principale difficulté pour établir une correspondance entre les grandeurs géométriques et les propriétés thermodynamiques d’un fluide est de choisir une “bonne” définition des amas. Cette définition n’est évidemment

1Ou “phase hypercritique“.

pas universelle mais dépend du contexte physique, comme on peut le constater dans les exemples qui suivent. Des travaux fondateurs ont cherché à interpréter la condensation comme l’apparition d’un amas macroscopique. C’est le cas notamment du formalisme développé par J.E. Mayer (1937) pour écrire la fonction de partition du fluide en termes d’amas indépendants de particules ; ces amas sont des objets mathématiques dépourvus de signification physique. Les amas introduits par M.E. Fisher (1967) dans le cadre de son modèle phénoménologique de la condensation présentent par construction un comportement singulier le long de la courbe de coexistence liquide-gaz. Uniquement au point critique thermodynamique, les “gouttelettes” de Fisher adoptent un comportement critique géométrique marqué par une distribution en taille des amas en loi de puissance. Cette description géométrique du point critique a suscité beaucoup d’intérêt et motivé de nombreux travaux ultérieurs.

D’autres définitions d’amas ont été proposées dans le cadre du modèle de gaz sur réseau (modèle d’Ising) afin d’obtenir un comportement critique géométrique des amas au point critique thermodynamique. A. Coniglio et W. Klein (1980) ont, dans ce but, défini des amas qui vérifient bien cette propriété ; ces amas, qui n’ont pas de signification physique évidente, engendrent une ligne de percolation qui part du point critique thermodynamique et se prolonge dans la phase supercritique du fluide. Le long de cette ligne, se forme un amas percolant qui joint les côtés opposés du réseau (pour une courte introduction à la percolation, on consultera l’annexe A). Ce comportement critique géométrique dans une région monophasique du diagramme de phase n’implique pas la présence de singularités thermodynamiques qui sont interdites par les théorèmes de Lee et Yang ; pourtant, la ligne de percolation a été interprétée comme une pathologie des amas de Coniglio-Klein et considérée comme non physique. Par la suite, X. Campi et H. Krivine (1997) ont remarqué que ces amas étaient énergétiquement stables. Cette interprétation physique des amas de Coniglio-Klein suggère donc que des amas stables donneraient naissance à une ligne de percolation dans la phase supercritique d’un fluide.

A ce stade, une question naturelle était de se demander si cette prédiction théorique, issue du modèle schématique de gaz sur réseau, se généraliserait au cas des fluides réels. Notre démarche a donc été de considérer un fluide de Lennard-Jones dont la thermodynamique est générique des fluides simples et d’étudier ses propriétés morphologiques en termes d’amas définis par des critères de stabilité énergétique, à l’aide de simulations numériques de type Dynamique Moléculaire et Monte-Carlo.

A ce jour, on n’a pas encore observé directement une ligne de percolation dans un fluide simple, mais des résultats expérimentaux suggèrent son existence. Des lignes de percolation ont en revanche été mises en évidence dans des systèmes physiques différents comme les gels [1] et les microémulsions d’eau dans l’huile [2].

Ce mémoire de thèse s’organise de la manière suivante. Au premier chapitre, nous reviendrons sur les différentes définitions d’amas proposées pour donner une interprétation géométrique de la condensation et du point critique thermodynamique. Nous détaillerons en particulier le modèle de Fisher et les définitions d’amas introduites dans le cadre du modèle de gaz sur réseau. Ce chapitre s’achèvera par une partie consacrée aux définitions d’amas basées sur des critères de stabilité énergétique. Ce sont ces amas, que nous appelerons dans la suite “amas stables”, qui ont été étudiés dans cette thèse. Le lien entre les amas stables et les amas de Coniglio-Klein sera également présenté.

Au deuxième chapitre nous établirons la correspondance entre le diagramme de phase et les distributions en taille des amas stables. Les résultats, obtenus dans un système de l’ordre de 10^4 particules, seront considérés comme représentatifs de la limite thermodynamique. Nous montrerons comment une ligne de percolation peut être localisée et identifiée dans le diagramme de phase. Nous nous pencherons ensuite sur le comportement des amas stables le long de la courbe de coexistence liquide-gaz. Nous terminerons ce chapitre par le cas particulier des systèmes de petites tailles (N=125 particules) en vue d’une discussion sur la fragmentation des noyaux et agrégats atomiques que nous présenterons au chapitre 4.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude des propriétés morphologiques et énergétiques des amas stables. Nous vérifierons en particulier que les amas définis par un critère énergétique sont bien stables par émission de particules. La durée de vie moyenne des amas sera évaluée et comparée, pour différents points du diagramme de phase, au temps caractéristique du fluide.

Au quatrième chapitre, nous discuterons des expériences cherchant à mettre en évidence nos prédictions théoriques et notamment l’existence de la ligne critique de percolation. Comme dans le deuxième chapitre, nous distinguerons les cas selon la taille du système considéré.

Nous conclurons ce manuscrit par un résumé des principaux résultats de cette thèse ; des perspectives de prolongement de nos travaux seront également proposées.

Dans les annexes, nous avons regroupé des résultats plus techniques et des rappels de formalisme connus mais nécessaires à la compréhension de cette thèse. L’annexe F présente les paramètres utilisés dans nos simulations pour réaliser ce travail.

Chapitre 1

Histoires d’amas

1.1 Introduction

La thermodynamique d’un fluide simple est bien connue depuis longtemps, mais l’étude de sa morphologie en termes d’amas physiques est un problème encore ouvert. Après avoir défini un fluide simple et rappelé le cadre thermodynamique, nous présenterons dans ce chapitre des définitions d’amas introduites dans l’étude des fluides simples.

1.1.1 Définition d’un fluide simple

On appelle fluide simple^1 un ensemble classique de N particules de masse m, sans structure interne, qui interagissent par un potentiel à deux corps u(r_{ij}) qui ne dépend que de la distance r_{ij} entre les particules i et j [3]. Le potentiel d’interaction comporte un cœur dur répulsif et une attraction à courte portée qui tend vers 0 avec la distance plus rapidement que −^1_{r3ij} [4].

Le potentiel de Lennard-Jones, par exemple, répond à ces deux critères :

u(r_{ij}) = 4ϵ[( σ r_{ij} )^{12} − ( σ r_{ij} )^6] (1.1)

où ϵ et σ sont deux constantes qui fixent respectivement les échelles d’énergie et de longueur [3]. L’hamiltonien H qui décrit le fluide est la somme d’un terme d’énergie cinétique de translation et d’un terme d’énergie potentielle d’interaction :

1A très basse température et/ou à haute densité un tel système est sous forme cristalline. Dans la suite, nous ne considérerons que les phases fluides. 13

H({⃗r_i}, {⃗p_i}) = N∑ i=1 ⃗p_i^2 2m + ∑ i<j u(r_{ij}) (1.2)

où ⃗r_i et ⃗p_i sont respectivement les coordonnées et les impulsions de la particule i et r_{ij} est égale à |⃗r_i −⃗r_j|. Dans l’ensemble canonique, pour N particules contenues dans un volume V (à une densité ρ =^N_V ), à une température T , la fonction de partition Q_N (T, V ) du fluide s’écrit :

Q_N (T, V ) = 1 N!h^{3N} ∫ e^{−βH({⃗ri},{⃗pi})}d⃗r_1 . . . d⃗r_N d⃗p_1 . . . d⃗p_N où β =^1_{kT} , k est la constante de Boltzmann et h la constante de Planck. L’intégration sur les impulsions des particules est immédiate et permet de réécrire la fonction de partition :

Q_N (T, V ) = 1 N!λ^{3N} Z_N (T, V ) (1.3) où λ = h √ 2πmkT (1.4) et Z_N (T, V ) = ∫ V ∏ i<j e^{−βu(rij )}d⃗r_1 . . . d⃗r_N (1.5) L’étude thermodynamique du fluide revient donc à calculer l’intégrale de configuration Z_N (T, V ).

1.1.2 De la thermodynamique à la morphologie d’un fluide simple

L’étude de la fonction de partition à la limite thermodynamique permet de déterminer l’équation d’état P (T, V ) où P est la pression, ainsi que le diagramme de phase du fluide [5, 6] dont les projections sur les plans P − T et T − ρ sont représentées sur la figure 1.1. Dans le diagramme P − T , les trois courbes de séparation de phase se coupent au point triple et la courbe de coexistence liquide-gaz s’arrête au point critique thermodynamique noté C. La traversée de cette courbe représente une transition de phase du premier ordre^2 qui se manifeste par l’existence d’une chaleur latente et la coexistence d’une phase à basse densité, le gaz, et d’une phase à haute densité, le liquide. Dans le plan T − ρ, la courbe de coexistence liquide-gaz se présente en forme

2Les dérivées premières de l’énergie libre F = −kT ln Q_N (T, V ) sont discontinues.

1.1. INTRODUCTION 15

Fig. 1.1 – Diagramme de phase schématique d’un fluide simple dans le plan P − T (à

gauche) et T −ρ (à droite). Les phases solide, liquide et gazeuse sont respectivement notées s, l et g. Le point critique est en C. La courbe en pointillés représente un chemin dans le diagramme de phase qui ne rencontre pas de singularités de la fonction de partition.

de cloche sous laquelle apparaissent les deux phases de densités différentes. Au-dessus de la courbe de coexistence il n’existe plus de phases distinctes. En toute rigueur, on ne peut distinguer les phases liquide et gazeuse que lorsqu’elles coexistent, mais l’usage est d’appeler “liquide” le fluide à haute densité et “gaz” le fluide à basse densité à des températures inférieures à la température critique^3. Si le chemin qui décrit les changements d’états du fluide dans le diagramme de phase passe par le point critique, le fluide subit une transition de phase continue^4 marquée par la divergence de la compressibilité et de la chaleur spécifique. Mais si l’on contourne le point critique en suivant le chemin en pointillés de la figure 1.1, le fluide passe continûment de la phase gazeuse à la phase liquide sans que la fonction de partition ne présente de singularités.

Dans la phase supercritique^5 (ie pour des températures supérieures à la température critique) le fluide est homogène. Mais l’interaction attractive devrait contribuer à regrouper des particules et à former localement des structures morphologiques. Deux questions se posent alors : existerait-il des amas de particules dans une phase homogène ? Et d’abord, comment définir un amas ?

Le cadre de la thermodynamique n’est pas suffisant pour répondre à ces questions. La fonction de partition pour une température et un volume donnés ne dépend en effet que de l’énergie potentielle d’interaction entre tous

3Bien sûr, cette terminologie est arbitraire, puisqu’à part au point critique, il n’y a aucune singularité de la fonction de partition sur l’isotherme critique.

4Les dérivées premières de l’énergie libre sont continues, et les dérivées secondes divergent.

5La phase supercritique de l’eau a été découverte en 1822 par le Baron Cagniard de La Tour [7].

les couples de particules, que celles-ci forment des amas ou pas. Autrement dit, on pourrait partitionner arbitrairement les particules en amas, la fonction de partition, et donc toutes les quantités thermodynamiques, ne seraient pas modifiées : pour étudier la morphologie d’un fluide, il faut se donner explicitement une définition d’amas, en plus de l’outil thermodynamique. Nous verrons que le choix de cette définition n’est pas unique mais dépend du phénomène étudié.

La suite de ce chapitre présente quelques théories qui se sont succédées pour essayer de comprendre le lien entre la thermodynamique et la description morphologique d’un fluide.

1.2 Amas et Condensation

Historiquement, la motivation pour étudier la morphologie d’un fluide a d’abord été d’interpréter la transition de phase thermodynamique liquidegaz en termes d’amas. En comprimant un gaz à une température constante T inférieure à la température critique T_c, une première goutte de liquide se forme lorsque, dans le diagramme de phase, on atteint la courbe de coexistence liquide-gaz à la densité ρ = ρ_{cond}(T ). C’est le phénomène de condensation.

Dans le cadre de la théorie de la condensation proposée par J.E. Mayer [8] (1937), l’apparition de la phase liquide est interprétée comme la formation d’un amas de taille macroscopique. L’auteur suggère également que l’isotherme décrivant la phase gazeuse présente une singularité au point de condensation^6. En 1952, C.N. Yang et T.D. Lee démontrent qu’il y a effectivement une singularité de la fonction de partition au point de condensation à la limite thermodynamique, mais qu’elle ne peut pas être mise en évidence par la théorie de Mayer [5, 6]. Motivés par les travaux de J.E. Mayer, J. Frenkel [11] et W. Band [12] proposent indépendamment en 1939 une théorie phénoménologique de la condensation basée sur l’hypothèse d’un gaz parfait d’amas^7. Et c’est finalement le modèle de M.E. Fisher [10] qui permettra en

6Avec l’équation d’état de Van der Waals (champ moyen), l’isotherme décrivant la phase gazeuse ne présente pas de singularités en traversant la courbe de coexistence puisque celle-ci n’est définie qu’a posteriori par la construction de Maxwell. L’isotherme peut ainsi se prolonger au-delà et être interprétée comme un retard à la condensation d’une “vapeur sursaturée”. Il s’agit d’un état métastable qui évolue brusquement vers l’état d’équilibre de coexistence liquide-gaz. Mais l’état métastable n’est pas un état d’équilibre thermodynamique complet et ne peut d’ailleurs pas être déduit d’un calcul de la fonction de partition en mécanique statistique [9, 10].

7A. Bijl [13] avait présenté dans sa thèse des résultats analogues en 1938, mais il ne les a pas publiés.

1967, d’identifier le comportement d’une isotherme au point de condensation à une singularité essentielle et de proposer une interprétation morphologique du point critique thermodynamique en termes d’amas.

Mais pour rechercher l’apparition d’un amas macroscopique et associer aux grandeurs thermodynamiques des quantités géométriques, il fallait commencer par définir des amas.

1.2.1 Amas de Mayer

La théorie de J.E. Mayer est abondamment décrite dans de nombreux ouvrages de physique statistique. Nous recommendons en particulier les références [9, 15] et les travaux originaux de J.E. Mayer et al. [8]. Nous nous bornerons ici à tracer les grandes lignes de cette théorie et à rappeler la définition des amas de Mayer.

Le formalisme proposé par J.E. Mayer (1937) permet d’exprimer l’équation d’état d’un fluide réel sous la forme d’un développement en série de la densité. Ce calcul repose sur une réécriture de Q_N (T, V ) en une somme sur toutes les partitions possibles des particules en amas mathématiques indépendants. L’idée essentielle est de choisir comme petit paramètre la fonction suivante : f_{ij} = e^{−βu(rij )} − 1 A la différence du potentiel u(r_{ij}), la fonction f_{ij} reste bornée en tout point et tend vers 0 quand r_{ij} devient grand par rapport à la portée de l’interaction. A l’aide de cette fonction, on peut exprimer l’intégrale de configuration (1.5) comme un développement diagrammatique^8 en associant à chacun de ses termes un graphe constitué de sites et de liens : à chaque particule on associe un site et à chaque fonction f_{ij} un lien entre les sites i et j qui représente l’interaction entre les particules correspondantes. Les sites reliés entre eux, deux à deux, forment un amas de Mayer et chaque graphe est caractérisé par une distribution en taille d’amas, c’est-à-dire le nombre d’amas constitués d’un nombre donné de particules.

En regroupant les termes du développement qui ont une même distribution en taille, on obtient une nouvelle expression de la fonction de partition qui se simplifie en passant dans l’ensemble grand canonique. A la limite thermodynamique, la pression et la densité s’expriment finalement comme des développements en série de la fugacité z = e^{βμ}, où μ est le potentiel chi-

8C’est historiquement la première représentation graphique d’un développement en série de perturbation en physique [15].

mique des particules : P kT = 1 λ^3 ∞∑ s=1 ~b_s(T )z^s (1.6) ρ = 1 λ^3 ∞∑ s=1 s~b_s(T )z^s où λ est la longueur d’onde thermique d’une particule (cf équation (1.4)). Les coefficients ~b_s(T ), appelés “intégrales d’amas”, caractérisent les amas de Mayer de taille s. L’équation d’état du fluide peut être obtenue en éliminant z par son développement en fonction de ρ dans l’expression de la pression.

Pour localiser le point de condensation, c’est-à-dire la densité à laquelle apparaît un amas macroscopique, il faut d’abord calculer la distribution en taille des amas en tout point du diagramme de phase^9. En approximant la fonction de partition par son terme le plus grand, on peut montrer que la distribution en taille des amas de Mayer s’exprime en fonction des coefficients ~b_s(T ) : n_s(T, z) V = 1 λ^3

~b_s(T )z^s (1.7)

D’après l’équation (1.6) on a : P V kT = ∞∑ s=1 n_s (1.8)

L’équation d’état (1.8) montre clairement que le fluide réel peut être considéré comme un gaz parfait d’amas de Mayer de toutes tailles, mais, dans certaines conditions, ~b_s(T ) et donc n_s peuvent être négatifs ce qui interdit toute comparaison avec des amas physiques.

L’existence d’un amas macroscopique à une température donnée dépend, d’après l’équation (1.7), du comportement des coefficients ~b_s(T ) pour s >> 1. J.E. Mayer montre qu’il existe une valeur ρ_{cond} de la densité, telle que pour ρ > ρ_{cond}, d’une part n_s(T, ρ) devient très grand (pour s >> 1), signalant la présence d’un amas macroscopique et d’autre part la pression devient indépendante de la densité. L’auteur identifie donc ρ_{cond} à la densité du point de condensation et conclut que son modèle montre bien l’existence d’une singularité des isothermes sur la courbe de coexistence.

Mais C.N. Yang et T.D. Lee [5] démontrent que le passage à la limite thermodynamique effectué par J.E. Mayer n’est valable que dans la région monophasique pour ρ < ρ_{cond}. La théorie de la condensation de Mayer ne

9Dans la suite, nous appellerons “distribution en taille des amas”, le nombre moyen d’amas d’une taille donnée.

permet donc pas de mettre en évidence une singularité en ρ = ρ_{cond} et de traiter correctement la phase liquide.

Par définition, les amas de Mayer forment un gaz parfait d’amas qui résultent d’arrangements combinatoires destinés à des calculs thermodynamiques. Une interprétation physique de ces amas semble exclue [9, 10].

1.2.2 Amas de Frenkel

Le point de départ du modèle de Frenkel [11] (1939)^{10} est de considérer le fluide comme un gaz parfait d’amas à l’équilibre thermodynamique : les amas n’interagissent pas entre eux et n’ont pas de volume propre^{11}. C’est également le cas des amas de Mayer qui sont construits à partir des particules du fluide. Dans ce formalisme de gaz parfait d’amas présenté dans l’annexe C, il n’est pas nécessaire de définir explicitement les amas comme un ensemble de particules du fluide. Il suffit de supposer que les amas de taille s sont une espèce de potentiel chimique μ_s, décrit par la fonction de partition q_s(T, V ). En passant dans l’ensemble grand canonique, on montre facilement (cf l’annexe C) que la pression, la densité et la distribution en taille des amas s’écrivent en fonction de la fugacité^{12} : P kT = 1 V ∞∑ s=1 q_sz^s (1.9) ρ = 1 V ∞∑ s=1 sq_sz^s (1.10)

n_s = q_sz^s (1.11)

La détermination de l’équation d’état et de la distribution en taille revient donc à exprimer la fonction de partition des amas de taille s en fonction des hypothèses choisies pour étudier un phénomène physique^{13}. Comme nous allons le voir, c’est la façon d’écrire q_s(V, T ) qui distingue les modèles de Frenkel et de Fisher que nous décrirons à la section 1.2.3.

10Le modèle proposé par W. Band [12] étant essentiellement basé sur les mêmes hypothèses que celui de J. Frenkel, nous ne l’aborderons pas dans cette thèse.

11Le volume propre des amas sera pris en compte par la suite dans le même formalisme [14, 16], mais l’attraction entre les amas reste négligée.

12Bien que la théorie de J.E. Mayer soit très différente de l’approche phénoménologique du modèle de Frenkel, l’indépendance des amas mathématiques de Mayer conduit aux mêmes expressions que celles obtenues dans le formalisme du gaz parfait d’amas en remplaçant dans les équations (1.9), (1.10) et (1.11) la fonction de partition q_s/V par le coefficient ~b_s/λ^3.

13Ce formalisme a été appliqué ultérieurement à l’étude d’amas de gaz rares [17, 18] et au calcul du troisième coefficient du viriel dans un fluide simple [19].

En négligeant les degrés de liberté associés aux atomes, J. Frenkel suppose que les amas de taille s sont des entités compactes de masse sm, dont l’énergie potentielle interne Ep_s s’écrit, pour s suffisamment grand, comme la somme d’un terme de volume et de surface :

Ep_s(T ) = −e_v s + e_as^{23} pour s >> 1

où e_v et e_a sont les énergies potentielles respectivement de volume et de surface. L’auteur ne tient pas compte de l’entropie d’un amas et en déduit la fonction de partition en intégrant sur les seules position et impulsion du centre de masse de l’amas : q_s(T, V ) = V λ^3 s^{32} e^{−βEps} = V λ^3 s^{32} e^{β(ev s−eas 23 )} où λ est la longueur d’onde thermique d’une particule (cf équation (1.4)). D’après l’équation (1.11), la distribution en taille des amas de Frenkel est : n_s(T, z) V = s^32 λ^3 y^sx^{s 23} (1.12)

avec y(T, z) = ze^{βev} et x(T ) = e^{−βea} La fonction y dépend de la température et de la densité à travers z. La fonction x est indépendante de la densité et, quelle que soit la température, est inférieure à 1. Pour une température T donnée, x est fixée, la distribution en taille ne dépend plus que de la densité par y(T, z). Pour y < 1, n_s décroit exponentiellement : le fluide dans la phase gazeuse est constitué de monomères et d’amas de petites tailles. Pour y > 1, n_s décroit tant que s est inférieure à une certaine taille, puis croit exponentiellement signalant la présence d’un amas macroscopique. La densité du point de condensation à la température T est donc ρ = ρ_{cond}(T ) telle que y = y_{cond} = 1.

Les résultats obtenus par le modèle phénoménologique de Frenkel sont essentiellement les mêmes que ceux de la théorie de la condensation de Mayer. Mais les amas de Frenkel n’ont pas la pathologie des amas de Mayer : la distribution en taille (1.12) est positive quelle que soit la température et la densité.

1.2.3 Amas de Fisher

La théorie des gouttelettes proposée par M. E. Fisher [10] (1967) est également fondée sur l’hypothèse du gaz parfait d’amas, mais l’expression de la fonction de partition des amas de taille s repose sur trois hypothèses supplémentaires : l’entropie des amas est prise en compte, les amas ne sont pas supposés compacts et un terme correctif en ln s est ajouté à l’énergie libre des amas de taille s en plus des termes de volume et de surface.

Le calcul de q_s(T, V ) que nous présentons est plus direct que celui proposé par M.E. Fisher dans la référence [10]. Exprimons l’énergie libre des amas de taille s à l’aide des trois hypothèses énoncées précédemment. L’énergie moyenne interne et l’entropie d’un amas de taille s suffisamment grande et de surface moyenne A_s sont écrites sous la forme d’un terme de volume et d’un terme de surface : U_s = −u_vs + u_aA_s S_s = s_vs + s_aA_s

où u_v > 0 et s_v sont respectivement l’énergie et l’entropie de volume, et u_a > 0 et s_a, l’énergie et l’entropie de surface. Pour ne pas contraindre les amas à être compacts, M.E. Fisher introduit un premier paramètre σ qui peut dépendre de la température et suppose que la surface moyenne des amas de taille s varie comme :

A_s(T ) = a_0(T )s^σ avec 0 < σ < 1

La surface d’un amas dans un espace à 3 dimensions est a priori comprise entre celle d’un objet compact (σ =^2_3 ) et celle d’une chaîne (σ = 1). Les valeurs de σ inférieures à^2_3 sont interprétées par l’auteur comme une prise en compte effective des interactions entre les amas.

D’une manière purement heuristique, l’auteur ajoute à l’énergie libre un terme correctif en ln s dont le poids est donné par un second paramètre τ. Nous verrons dans la suite que c’est l’introduction de ce terme qui permet d’obtenir des distributions en taille en loi de puissance au point critique thermodynamique. L’énergie libre F_s(T, V ) d’un amas de taille s s’écrit donc :

−βF_s(T, V ) = β(u_v + s_vT )s − βa_0(u_a − s_aT )s^σ − τ ln s + ln c_0V

Le terme en ln V provient de l’intégration sur la position du centre de masse de l’amas et c_0 est une constante. On en déduit la fonction de partition q_s(T, V ) d’un amas de taille s : q_s(T, V ) = e^{−βFs(T,V )} = c_0V s^{−τ} e^{β(uv +svT )s−βa0(ua−saT )sσ} D’après le formalisme du gaz parfait d’amas développé dans l’annexe C, les expressions de la pression, de la densité et de la distribution en taille sont respectivement : P kT = π(T, z) = 1 V ∞∑ s=1 q_sz^s = c_0 ∞∑ s=1 y^sx^{sσ} s^{−τ} (1.13) ρ = 1 V ∞∑ s=1 sq_sz^s = c_0 ∞∑ s=1 sy^sx^{sσ} s^{−τ} (1.14) n_s V = q_s V z^s = c_0y^sx^{sσ} s^{−τ} (1.15) où y(T, z) = ze^{β(uv +sv T )} x(T ) = e^{−βa0(ua−saT )} Le point de condensation est déterminé par l’apparition d’un amas de taille s >> 1. Deux cas sont possibles selon la valeur de x : si x < 1, comme dans le modèle de Frenkel, la densité ρ_{cond} du point de condensation est donnée par y = y_{cond} = 1, soit z_{cond} = e^{−β(uv +svT )} ; par contre, si x ≥ 1, la distribution en taille devient croissante lorsque y > 1 et les séries (1.13) et (1.14) qui donnent le comportement de la pression et de la densité divergent. Le phénomène de condensation n’est donc possible que pour x < 1, c’est-à-dire pour T < T_c =^{ua}_{sa} . Cette limite supérieure de la température du point de condensation est interprétée par l’auteur comme la température critique du fluide. On en déduit également que le modèle des gouttelettes n’est plus valable au-delà du point critique, ie pour T > T_c et ρ > ρ_c (x > 1 et y > 1).

Le comportement d’une isotherme sous-critique au point de condensation est donné par la série π(T, z) (équation (1.13)) en z = z_{cond}. Puisque pour y = y_{cond} le rayon de convergence de cette série vaut 1 et que ses coefficients sont positifs, l’isotherme présente une singularité réelle au point de condensation. La conjecture de J.E. Mayer est bien vérifiée par le modèle des gouttelettes.

Pour caractériser cette singularité, voyons à présent le comportement au point de condensation des dérivées π^{(n)}(T, z) définies par :

π^{(n)}(T, z) = (z ∂ ∂z )^{(n)}π(T, z) = c_0 ∞∑ s=1 y^sx^{sσ} s^{n−τ} Les expressions de la densité, de la compressibilité et de la chaleur spécifique sont données en fonction de π^{(n)}(T, z) dans l’annexe C. Au point de condensation, nous avons : π^{(n)}(T, z_{cond}) = c_0 ∞∑ s=1 s^{n−τ} x^{sσ}

Puisque σ > 0, les séries π^{(n)}(T, z_{cond}) convergent pour toute valeur de n si x < 1 et la compressibilité, par exemple, reste finie sur la courbe de coexistence pour T < T_c. Le point de condensation est donc une singularité essentielle qui est difficile à mettre en évidence puisque les grandeurs thermodynamiques ne présentent pas de divergence en ce point.

Malgré le domaine de validité de ce modèle, restreint par hypothèse au cas des faibles densités et températures, M.E. Fisher propose une étude du point critique thermodynamique. Au point critique, y = x = 1, la densité critique est donnée par :

ρ_c = π^{(1)}(T_c, z_{cond}) = c_0 ∞∑ s=1 s^{1−τ} La convergence de cette série impose τ > 2. Le comportement des grandeurs thermodynamiques autour de la température critique est obtenu en passant à la limite continue. La série π^{(n)}(T, z) se réécrit pour z = z_{cond} : π^{(n)}(T, z_{cond}) = c_0 ∞∑ s=1 s^{n−τ} x^{sσ} ∼ c_0 ∫_∞ 0 s^{n−τ} e^{−θsσ} ds où θ = ln x^{−1} =^{a0sa}_{kT} (T_c − T ). En faisant le changement de variable t = θs^σ on obtient : π^{(n)}(T, z_{cond}) ∼ c_0 σ θ^{τ −n−1σ} Γ( n − τ + 1 σ ) ∼ (T_c − T )^{τ −n−1σ} On en déduit, selon la valeur de n, le comportement au voisinage du point critique de la chaleur spécifique C_v (n = 0), de la densité (n = 1), de la compressibilité χ (n = 2) et de la pression (n = 0) (cf annexe C) :

C_v ∼ (T_c − T )^{−αT} avec α_T = 2 − τ − 1 σ ρ_c − ρ ∼ (T_c − T )^{βT} avec β_T = τ − 2 σ χ ∼ (T_c − T )^{−γT} avec γ_T = 3 − τ σ P_c − P ∼ (ρ_c − ρ)^{δT} avec δ_T = 1 τ − 2

(1.16)

Le modèle de Fisher permet d’exprimer les exposants critiques thermodynamiques α_T , β_T , γ_T et δ_T en fonction des deux paramètres σ et τ, et de démontrer les deux relations entre exposants critiques qui ont fait la renommée de ce modèle :

α_T + 2β_T + γ_T = 2 (1.17) β_T (δ_T − 1) = γ_T (1.18)

Voyons à présent le lien entre la thermodynamique et la description géométrique du fluide au point critique. D’après l’équation (1.15), la distribution en taille des amas de Fisher s’écrit en x = y = 1 : n_s V = c_0s^{−τ}

Le terme en ln s ajouté par l’auteur dans l’expression de l’énergie libre joue donc un rôle essentiel au point critique puisque c’est lui qui permet d’obtenir une distribution en taille des amas en loi de puissance^{14}. Notons également que ce terme est indispensable au calcul des équations (1.17) et (1.18). Ainsi, les deux exposants de Fisher, τ et σ, caractérisent tous les deux la géométrie du fluide et s’expriment en fonction des exposants critiques thermodynamiques en inversant les équations (1.16) : σ = 1 β_T δ_T = 1 β_T + γ_T

τ = 2 + 1 δ_T = 2 + β_T β_T + γ_T

Afin de respecter le comportement critique des quantités thermodynamiques, les exposants définis par les équations (1.16) doivent être positifs, ce qui impose une restriction sur les valeurs des deux exposants géométriques : 2 < τ < 3 et σ > 0.5. Pour être plus précis, le point d’inflexion^{15} de l’isotherme critique implique δ_T > 2 et donc 2 < τ < 2.5 [21]. Les valeurs de τ et σ obtenues à partir des exposants critiques thermodynamiques (cf tableau B.1 de l’annexe B) sont données dans le tableau 1.1.

Champ moyen Ising 2d Ising 3d σ 0.66 0.53 0.64 τ 2.33 2.07 2.21

Tab. 1.1 – Valeurs des exposants de Fisher σ et τ, au point critique thermodynamique, en champ moyen et dans les classes d’universalité du modèle d’Ising à 2 et 3 dimensions.

14Le lien entre des amas dont la distribution en taille est en loi de puissance et le phénomène d’opalescence critique n’est pas clair. Notons que ce phénomène, lié à la divergence des fluctuations de densité, est expliqué par la thermodynamique [20] sans avoir recours à une description morphologique du fluide.

15Au voisinage du point critique, d’une part P_c −P ∼ (ρ_c −ρ)^{δT} et d’autre part la dérivée seconde de la pression par rapport à la densité doit s’annuler soit^{∂2P}_{∂ρ2} ∼ (ρ_c − ρ)^{δT −2} = 0. On en déduit que δ_T > 2.

Le lien entre la thermodynamique et la description géométrique du fluide réside dans l’hypothèse du gaz parfait d’amas. Ainsi, les équations (C.5), (C.6) et (C.7) de l’annexe C montrent que les moments d’ordre 0, 1 et 2 de la distribution en taille se comportent respectivement comme la pression, la densité et la compressibilité. Le modèle des gouttelettes montre donc qu’au point critique, le moment d’ordre 2 de la distribution en taille des amas de Fisher diverge comme la compressibilité.

Il semble que peu d’études aient cherché à valider l’interprétation morphologique du modèle des gouttelettes en se livrant à des comparaisons avec l’expérience. Il est néanmoins possible d’évaluer indirectement l’exposant τ à l’aide du facteur de compressibilité^P_{kT ρ} mesuré au point critique [21]. En effet, dans le modèle de Fisher on a : P_c kT_cρ_c = ∑_∞ s=1 s^{−τ} ∑_∞ s=1 s^{1−τ} (1.19)

Pour une large gamme de fluides considérés, la valeur de τ déduite de l’équation (1.19) est de l’ordre de 2.2, en très bon accord avec la valeur calculée à partir des exposants thermodynamiques (cf tableau 1.1).

Il faut pourtant remarquer que le modèle de Fisher présente des insuffisances importantes [22]^{16} :

– Les gouttelettes de Fisher sont des “amas effectifs” qui forment un gaz parfait d’amas.

– L’équation d’état présente des singularités dans la phase supercritique qui n’ont pas de sens physique et contredisent les théorèmes de Lee et Yang [5].

– Le modèle ne décrit pas la phase liquide au-delà de la courbe de condensation pour ρ > ρ_{cond}.

Pour conclure, le modèle phénoménologique de Fisher apporte une première interprétation morphologique du point critique en termes d’amas ainsi qu’une étude thermodynamique de la courbe de condensation basée sur des considérations géométriques. Malgré les insuffisances de ce modèle, les gouttelettes de Fisher vont dans la suite servir de référence pour définir des amas physiques au point critique thermodynamique. Avec les modèles basés sur l’hypothèse du gaz parfait d’amas, les amas ne sont pas nécessairement définis microscopiquement. Pour confronter le modèle de Fisher à l’expérience ou aux simulations numériques, il est pourtant indispensable d’identifier les particules qui appartiennent à un amas .

16En ajoutant à l’expression de l’énergie libre des termes correctifs qui n’ont pas nécessairement de justification physique, il est possible d’éliminer les singularités supercritiques [23, 24] et de tenir compte du volume propre des amas [23, 25] sans changer les principaux résultats du modèle original.

La distribution en taille en loi de puissance des amas de Fisher obtenue au point critique rappelle une transition de phase de type percolation^{17}(cf annexe A). Les travaux qui ont suivi ceux de M.E. Fisher vont chercher à définir des amas tels que le point critique thermodynamique soit un point critique géométrique, c’est-à-dire que les amas recherchés doivent respecter les quatre critères suivants [26, 27, 28, 29] :

1. La distribution en taille des amas est de la forme n_s ∼ s^{−τ} . 2. Un amas percolant apparaît et sa taille varie comme la différence de densité entre le liquide et le gaz (l’aimantation) avec l’exposant β_T .

3. La taille moyenne des amas de taille finie diverge avec le même exposant critique γ_T que la compressibilité (susceptibilité).

4. Le rayon moyen des amas diverge avec le même exposant critique ν_T que la longueur de corrélation.

1.3 Amas et lignes de percolation

Pour définir et identifier des amas parmi un ensemble de particules, le plus simple est de choisir un critère de proximité [12] : deux particules sont liées si la distance qui les sépare est inférieure à une distance de coupure b. Un amas est alors un ensemble de particules liées deux à deux^{18} (cf figure 1.2). Dans la suite, ces amas seront appelés “amas géométriques”.

Reste à choisir la valeur de la distance de coupure. A très basse densité, l’identification des amas en dépend peu. Mais à des densités plus élevées, cette définition devient très sensible au choix de b [16, 18, 31, 32]. Par exemple, sur la figure 1.2, si on double le rayon des cercles, toutes les particules appartiennent au même amas.

Pour appliquer le formalisme du gaz parfait d’amas à un fluide simple, on pourrait choisir b ≃ constante × r_{min}, où r_{min} est la distance à laquelle le potentiel est minimal [31]. Mais avec un potentiel réaliste, l’interaction attractive entre particules n’est jamais nulle et il n’y a pas de coupure naturelle b pour définir les amas.

Le modèle de gaz sur réseau est, par sa simplicité, un cadre approprié pour étudier les amas géométriques au point critique et tester les quatre

17L’idée d’associer une transition de phase de type percolation à la condensation avait été proposée par F. H. Stillinger en 1963 [16]. Mais dans son article original [10], M.E. Fisher n’évoque pas la percolation.

18Un critère alternatif est de définir un amas comme un ensemble de particules contenues dans une sphère centrée sur le centre de masse de ces particules et dont le rayon est choisi arbitrairement [18, 30]. Mais cette définition est très controversée [31].

Fig. 1.2 – Le rayon des disques centrés sur les positions des particules marquées par des

points, est égal à la demi-distance de coupure^b_2 . Les amas géométriques sont définis par recouvrement de ces cercles. Sur cette figure il y a deux monomères, trois dimères et un amas de taille cinq.

critères des gouttelettes de Fisher. Si l’on ne considère que les interactions entre plus proches voisins, le pas du réseau offre une distance de coupure qui semble naturelle [31, 33, 34].

1.3.1 Amas d’Ising

Commençons par rappeler la définition du modèle de gaz sur réseau. Les M sites d’un réseau sont vides ou occupés par une des N particules, les particules qui occupent des sites plus proches voisins interagissent avec une énergie −ϵ < 0 et l’hamiltonien est donné par : H = M∑ i=1 n_i p^2 2m − ϵ ∑ <i,j> n_in_j où n_i est le nombre d’occupation du site i qui vaut 0 si le site est vide et 1 s’il est occupé par une particule. La conservation de la masse implique : N = M∑ i=1 n_i Cet hamiltonien peut être vu comme une simplification de l’hamiltonien du fluide simple (1.2). L’équivalence du modèle de gaz sur réseau et du modèle d’Ising offre la possibilité d’utiliser la formulation plus simple de ce dernier [6]. A chaque particule est associé un spin up et l’interaction entre spins up plus proches voisins est J = ϵ/4 (cf annexe B).

Dans le cadre du modèle d’Ising, les amas géométriques sont des ensembles de sites plus proches voisins occupés par un spin up, qui seront appelés dans la suite “amas d’Ising”. Pour une configuration donnée de spins, la partition des amas d’Ising est déterminée de façon unique (cf figure 1.3) et à tout point du diagramme de phase correspond une distribution en taille d’amas d’Ising.

Fig. 1.3 – Amas d’Ising à 2d sur un réseau carré dans le modèle d’Ising. Selon l’usage,

il n’y a pas de liens (diagonaux) entre les sites seconds voisins occupés par un spin up.

Les amas d’Ising n’interagissent pas entre eux, puisque par définition la distance minimale qui les sépare est supérieure à la portée de l’interaction. Par contre, il est important de remarquer que ces amas ont un volume propre que l’on ne peut pas négliger à haute densité. Les amas d’Ising ne forment donc pas un gaz parfait d’amas^{19}.

La dimension d de l’espace joue un rôle primordial dans l’étude des transitions de phase thermodynamiques. Le comportement des amas d’Ising au point critique (T = T_c, ρ_c = 0.5, H = 0)^{20} et la validation éventuelle des quatre critères de Fisher doit donc être considérée selon la valeur de d.

• A deux dimensions :

A. Coniglio et al. [35] démontrent que, sur un réseau plan, un amas infini se forme au point critique thermodynamique. La distribution en taille, estimée numériquement sur un réseau carré, est bien une loi de puissance avec un exposant τ = 2.1 ± 0.1 en accord avec le modèle de Fisher [34]. Un calcul de l’exposant ν par le groupe de renormalisation sur un réseau triangulaire montre par ailleurs que le rayon moyen des amas d’Ising diverge bien comme la longueur de corrélation, ie ν = ν_T [36]. Les premier et quatrième critères des amas de Fisher sont donc respectés.

Les exposants γ et β qui donnent respectivement le comportement critique de la taille moyenne des amas et de la taille de l’amas le plus grand n’ont pas, en revanche, les valeurs attendues des exposants thermodynamiques. D’après

19Au début des années soixante-dix, on pensait que les amas d’Ising se comportaient néanmoins comme les gouttelettes de Fisher.

20Par symétrie spin up/spin down, la densité critique du modèle d’Ising vaut 0.5 quelque soit le réseau.

un développement en série à basse température sur un réseau triangulaire, γ = 1, 91 ± 0.01 [37] (alors que γ_T = 1, 75). Et une simulation numérique sur un réseau carré confirme ce désaccord : γ = 1.83 ± 0.1 et β = 0.052 ± 0.03 [38] (alors que β_T = 0.125). Les deuxième et troisième critères de Fisher n’étant pas vérifiés, les amas d’Ising ne se comportent donc pas comme des gouttelettes de Fisher à deux dimensions.

Par ailleurs, une ligne critique de percolation^{21}, mise en évidence numériquement sur un réseau carré [39], passe par le point critique et sépare le diagramme de phase en une région non percolante à basse densité et une région percolante à haute densité (cf figure 1.4). Dans la limite T → ∞, cette ligne tend vers la densité critique q_c de la percolation de sites du réseau considéré (cf annexe A). En effet, à haute température l’interaction entre les spins devient négligeable devant l’agitation thermique et les spins up sont distribués aléatoirement avec une probabilité égale à la densité et on retrouve le cas particulier de la percolation de sites non corrélés.

Les exposants critiques qui caractérisent les moments de la distribution en taille au voisinage de la ligne critique semblent être les exposants de la percolation^{22}. Un calcul par le groupe de renormalisation sur un réseau triangulaire montre ainsi que le rayon des amas diverge avec l’exposant ν_p [36] sur la ligne de percolation. Et par des simulations numériques, on trouve β = 0.145 ± 0.027 [39] (β_p = 0.139).

Fig. 1.4 – Diagramme de phase schématique du modèle de gaz sur réseau. La courbe de

coexistence est en trait plein, et les lignes de percolation des amas d’Ising sont représentées en tirets : à gauche pour un réseau carré (q_c = 0.59) et à droite pour un réseau cubique (q_c = 0.31). Pour un réseau triangulaire, q_c = 0.5 : la ligne de percolation des amas suit l’isochore ρ = 0.5.

• A trois dimensions :

21En 1963, F.H. Stillinger Jr. [16] avait suggéré la présence de lignes de percolation dans la région supercritique du diagramme de phase T − ρ.

22Dans la suite, les exposants de la percolation seront indicés par la lettre p pour les distinguer des exposants thermodynamiques.

Aucun des quatre critères des gouttelettes de Fisher n’est vérifié par les amas d’Ising. Le long de la courbe de coexistence (H = 0), un amas percolant apparaît à une température inférieure à la température critique : à T ≃ 0, 94T_c et ρ ≃ 0, 25 dans un réseau cubique d’après des simulations numériques [40, 41] et à ρ ≃ 0, 1 dans un réseau cubique face centrée d’après un calcul analytique [37]. Une ligne de percolation des amas d’Ising part de la courbe de coexistence et tend, pour T → ∞, vers la densité critique de percolation de sites q_c du réseau considéré^{23} [35] (cf figure 1.4).

En conclusion, les amas d’Ising ne se comportent pas comme les gouttelettes de Fisher au point critique thermodynamique ; de plus, les amas d’Ising donnent naissance à une ligne de percolation dans la phase supercritique^{24}. Cette ligne critique de percolation suit pratiquement une isochore. La pente positive dans le diagramme T − ρ montre en outre que l’attraction à courte portée favorise, à basse température, la formation d’amas par rapport à la situation sans corrélation de la percolation de sites à T = ∞.

Puisque les amas d’Ising sont trop grands pour ressembler à des gouttelettes de Fisher et que leurs tailles divergent à des densités inférieures à la densité critique à trois dimensions, il faut définir des amas plus petits [29].

1.3.2 Amas de Coniglio-Klein

La théorie de C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn [43] permet d’associer des quantités géométriques aux grandeurs thermodynamiques à l’aide d’un formalisme basé sur la théorie des graphes (cf annexe E). En choisissant convenablement la probabilité que deux spins up plus proches voisins soient liés, le point critique thermodynamique est exactement un point critique géométrique caractérisé par les exposants du modèle d’Ising.

En utilisant un formalisme hamiltonien de la percolation qui repose sur la limite lorsque q tend vers 1 du modèle de Potts à q états [44], A. Coniglio et W. Klein [45] (1980) aboutissent aux mêmes résultats et définissent les amas, appelés par la suite “amas de Coniglio-Klein” (CK) : deux sites plus proches voisins occupés par un spin up sont connectés par un lien avec la

23A. Coniglio [42] a démontré que sur un réseau de Bethe infini, (comme dans le cas à 3d) la ligne de percolation des amas d’Ising ne passe pas par le point critique thermodynamique.

24La présence d’un amas percolant dans la phase supercritique était considérée comme non physique puisque, d’après le modèle de Fisher, elle impliquerait des singularités thermodynamiques dans la région monophasique [23, 31, 33].

probabilité^{25} : p_{ck}( ϵ kT ) = 1 − e^{− ϵ2kT} (1.20)

Un amas de CK est par définition un ensemble de spins up connectés par un chemin de liens^{2627}. Remarquons que la probabilité (1.20) est indépendante de la dimension de l’espace.

Fig. 1.5 – Une configuration d’amas de Coniglio-Klein à 2d sur un réseau carré obtenue

à partir des amas d’Ising de la figure 1.3. Les liens absents entre spins up plus proches voisins sont représentés par des tirets.

La figure 1.5 représente une configuration d’amas de CK définie à partir des amas d’Ising de la figure 1.3. Notons que les amas de CK ne forment pas un gaz parfait d’amas : il peut y avoir des spins up plus proches voisins appartenant à deux amas différents (absence de lien). Les amas de CK vérifient néanmoins les critères des gouttelettes de Fischer au point critique thermodynamique [45].

Des simulations numériques confirment ces propriétés des amas de CK et donnent, pour H = 0 et T = T_c, des valeurs d’exposants géométriques égales à celles des exposants thermodynamiques : à deux dimensions sur un réseau carré, γ = 1.77 ± 0.03 ≃ γ_T et β ≃ 0.125 = β_T [49, 38] ; à trois dimensions on trouve τ ∼ 2.25 [50, 51] et γ ∼ 1.2 [52].

Les amas de CK donnent naissance dans le diagramme de phase à une nouvelle ligne critique de percolation appelée indifféremmemt “ligne de Coniglio-Klein” ou “ligne de Kertész” [45] (cf figure 1.6). Cette ligne, quelle que soit la dimension de l’espace, part du point critique thermodynamique (ρ = 0.5, H = 0) et se termine au point (ρ = 1, H = ∞) de température T_{bc}

25Nous avons choisi d’exprimer p_{ck} en fonction des variables du modèle de gaz sur réseau. Dans le modèle d’Ising on aurait p_{ck} = 1 − e^{− 2JkT} .

26D’autres définitions d’amas donnant les mêmes propriétés que les amas de CK ont été proposées [46, 47].

27Pour une étude des amas de CK sous la courbe de coexistence en champ moyen, on consultera la référence [48].

donnée par l’équation 1 − e^{− ϵ2kTb}c = p_{bc} , où p_{bc} est la probabilité critique de percolation de liens du réseau étudié. En effet, en ρ = 1, tous les sites sont occupés par un spin up et on retrouve le cas de la percolation de liens. Le diagramme de phase est ainsi divisé en une région non percolante à haute température et basse densité et une région percolante à basse température et haute densité. Sur la ligne de Kertész, les exposants géométriques sont égaux à ceux de la percolation [45]. Les exposants passent donc discontinument des exposants thermodynamiques au point critique (T = T_c, H = 0), aux exposants de la percolation sur la ligne critique pour T > T_c et H > 0.

Fig. 1.6 – Projection du diagramme de phase du modèle de gaz sur réseau sur le plan

T − ρ, calculé numériquement pour un réseau cubique d’après [53]. La ligne de coexistence est marquée en trait plein (le point critique est noté C.P.). La ligne de percolation des amas d’Ising (en tirets) se termine au seuil de percolation de sites lorsque T → ∞. La ligne de percolation des amas de CK (en pointillés), appelée également “ligne de Kertész”, se termine au seuil de percolation de liens en ρ = 1.

Remarquons que lorsque l’on tient compte des interactions avec les seconds voisins, le point critique thermodynamique reste un point critique géométrique pour les amas de CK [38]^{28}. Ce résultat suggère qu’en pas-

28Par contre, les amas d’Ising à deux dimensions divergent dans ce cas à une densité

sant à la limite continue et en considérant un potentiel plus réaliste, le point critique thermodynamique reste un point critique géométrique^{29}. La question de l’existence d’une ligne de percolation dans un fluide réel sera l’objet du deuxième chapitre de cette thèse.

1.3.3 Amas de Swendsen-Wang

Les amas de Coniglio-Klein se comportent bien comme les gouttelettes de Fisher au point critique (H = 0), mais la mise en évidence d’une ligne de percolation dans la phase supercritique (pour H > 0) a été interprétée comme une manifestation non physique de ces amas. Le but recherché était en effet de définir des amas dont le comportement critique de percolation corresponde aux singularités thermodynamiques. Puisqu’il n’y pas de singularités de la fonction de partition dans la phase supercritique, il fallait trouver une définition d’amas qui élimine la ligne critique de percolation [27, 28, 55].

Pour satisfaire ce critère, A. Coniglio et al. [55] et J. Wang [56] (1989) proposent une nouvelle définition d’amas en s’appuyant sur les travaux de C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn [43] et de R. H. Swendsen et J. Wang [57]^{30}. Ces “amas de Swendsen-Wang” (SW ) sont définis comme les amas de CK mais, en présence d’un champ magnétique H positif (négatif) les spins up (down) sont connectés à un site “fantôme” occupé par un spin up (down) avec la probabilité 1 − e^{−|h|}, où h =^{2H}_{kT} . Ainsi, dès que H est différent de 0, un amas percolant qui contient le site “fantôme” est présent dans le système quelque soit la température (cf annexe E). Les amas finis de SW se comportent comme on le souhaitait : ils réalisent les critères des gouttelettes de Fisher au point critique thermodynamique et leurs tailles ne divergent pas dans la phase supercritique : la ligne de percolation est supprimée.

J. Wang [56] a étudié numériquement la forme des distributions en taille n^{sw}_s des amas de SW . Selon la position du point du diagramme de phase par rapport à la ligne de Kertész, il a trouvé pour s >> 1 :

– au-dessus de la ligne : n^{sw}_s ∼ e^{−c1s−|h|s} – sur la ligne : n^{sw}_s ∼ s^{−τ} e^{−|h|s} – en-dessous de la ligne : n^{sw}_s ∼ e^{−c2s 23 −|h|s} où les coefficients c_1 et c_2 dépendent de la température. Les distributions en

inférieure à la densité critique.

29La théorie de C. M. Fortuin et P. W. Kasteleyn a été généralisée au cas d’un potentiel à courte portée dans l’espace continu [54].

30L’algorithme de Swendsen-Wang [57, 58], qui permet de réduire le phénomène de “slowing down” au point critique thermodynamique, est essentiellement basé sur la théorie de C.M. Fortuin et P.W. Kasteleyn [43].

taille des amas de CK sont obtenues^{31} à partir des formules ci-dessus, en tout point du diagramme de phase, dans le cas particulier h = 0.

Pour toute température supercritique, la distribution en taille des amas de SW est exponentiellement décroissante et la ligne de Kertész n’est plus une ligne de percolation dont les divergences seraient incompatibles avec le comportement analytique de la fonction de partition. De plus, J. Kertész [27, 28] suggère que la disparition du terme de surface dans l’expression de n^{sw}_s le long de la ligne signalerait une singularité faible dans l’énergie libre des amas^{32}. Nous pensons néanmoins que cet argument repose sur l’hypothèse du gaz parfait d’amas pour lequel n_s = e^{−βFs+s ln z} et qu’il n’est pas évident que cette expression de la distribution en taille subsiste en général. D’autre part, il n’existe pas à notre connaissance d’interprétation physique des amas de SW et notamment du rôle joué par le spin “fantôme”.

Les définitions d’amas évoquées jusqu’à présent ont été proposées pour donner une interprétation géométrique des transitions de phase thermodynamiques. En décrivant le fluide comme un gaz parfait d’amas et en exprimant phénoménologiquement leurs fonctions de partition, l’équation d’état du système s’écrit en fonction des grandeurs géométriques. La taille de ces amas varie comme la compressibilité et ne doit donc diverger qu’au point critique thermodynamique. C’est bien le cas par construction des gouttelettes de Fisher, mais ces dernières ne sont pas définies microscopiquement. En se plaçant dans le cadre du modèle de gaz sur réseau, le problème revient à trouver une définition mathématique d’amas qui présentent un point critique géométrique uniquement au point critique thermodynamique. Contrairement aux amas d’Ising définis par un critère de proximité, les amas de CK divergent au point critique, mais la ligne de percolation qui leur est associée devrait être supprimée pour éviter toute divergence dans la phase supercritique. C’est dans ce but que les amas finis de SW sont introduits : leur taille ne diverge qu’au point critique thermodynamique mais leur signification en termes d’amas physiques n’est pas claire.

Le choix de la définition des amas dépend du point de vue que l’on porte sur un système. Les amas d’Ising, par exemple, ne sont pas de bons candidats pour être des gouttelettes de Fisher, mais ils seraient adaptés aux situations dans lesquelles les amas physiques sont des ensembles de particules proches

31Dans l’annexe E, on montre que n^{sw}_s = 2n^{ck}_s e^{−|h|s} [56].

32D’après J. Kertész, la contribution de l’énergie libre de l’amas percolant à l’énergie libre totale annulerait cette singularité faible et la fonction de partition du fluide serait bien analytique [28].

dans l’espace de configuration, comme dans l’étude des propriétés de conduction électronique [39].

1.4 Amas énergétiquement stables

Nous allons à présent nous intéresser à des situations physiques où le critère de définition des amas est leur stabilité. Les définitions d’amas et les critères de stabilité introduits dans la suite seront utilisés dans les prochains chapitres.

Si l’on souhaite étudier un ensemble de particules qui restent proches les unes des autres au cours du temps, une définition d’amas basée uniquement sur un critère de proximité n’est en général pas appropriée. En effet, une telle définition ne tient pas compte du mouvement relatif des particules. A haute température, deux particules qui interagissent fortement sont très proches à un instant donné, mais peuvent s’éloigner rapidement l’une de l’autre. Une définition qui tiendrait compte de la stabilité des amas pourrait corriger, au moins partiellement, cette insuffisance. Une telle définition serait particulièrement adaptée à l’étude de phénomènes ou d’expériences dans lesquelles des ensembles de particules formeraient, dans un fluide, des structures morphologiques qui seraient stables si on les isolait. C’est par exemple le cas de la fragmentation : les fragments que l’on observe à l’issue d’un tel processus pourraient pré-exister sous la forme d’amas interagissant avant que le système ne se fragmente. Une expérience d’effusion d’un fluide à travers un trou pourrait éventuellement mettre en évidence des amas stables formés dans le système. Nous reviendrons plus en détail au chapitre 4 sur des situations physiques qui font intervenir de tels amas.

Dans un premier temps, nous préciserons ce que nous entendons par la stabilité d’un amas isolé à l’aide de deux critères énergétiques. Nous présenterons ensuite deux définitions qui permettent d’identifier des amas énergétiquement stables à un instant donné dans un fluide, connaissant les positions et les vitesses des particules. La première est basée sur un critère local de création de liens entre particules et la seconde sur une condition globale d’optimisation.

1.4.1 Critères de stabilité des amas

• Stabilité absolue

Si un amas C_s de taille s et d’énergie interne U_{Cs} n’est pas stable, il se fragmente en une partition P d’amas plus petits. L’amas C_s est stable si U_{Cs} est inférieure à l’énergie U(P ) de toute partition P en amas infiniment éloignés les uns des autres et de vitesses nulles^{33}, soit :

U_{Cs} < min_P U(P ) ≤ 0 (1.21)

La condition la moins stricte, U_{Cs} < 0, assure seulement que le système ne se réduit pas en ses constituants élémentaires (d’énergie interne nulle). Dans le cas s = 2, le critère (1.21) s’applique simplement : un dimère est stable si U_{C2} < 0. Mais le nombre de partitions augmente très rapidement avec s et le critère de stabilité absolue ne peut plus être appliqué en pratique.

• Stabilité par émission de monomères

Les partitions les plus probables d’un amas de taille s sont celles constituées de n monomères et d’un amas de taille s − n. Un second critère de stabilité moins strict que le précédent est donc de vérifier qu’un amas est stable par émission de monomères : l’énergie de libération ϵ_i de chaque particule i de l’amas, définie comme l’énergie de la particule calculée dans le référentiel du centre de masse de l’amas, doit être négative. Autrement dit, un amas C_s de taille s est stable par émission de monomères si pour toute particule i ∈ C_s : ϵ^{Cs}_i ≡ K^∗_i + ∑ j∈C_setj≠i u(r_{ij}) < 0 où K^∗_i est l’énergie cinétique de la particule i calculée dans le centre de masse de l’amas C_s : K^∗_i = m 2 (⃗v_i − ⃗V^{Cs} )^2,

et ⃗V^{Cs} =^1_s ∑ i∈C_s ⃗vi est la vitesse du centre de masse de l’amas Cs. Connais-

sant les positions et les vitesses des particules d’un amas, ce critère a l’avantage d’être simple à appliquer.

1.4.2 Amas localement stables

• Amas de Hill

Le critère suivant de création de liens entre particules a été proposé par T.L. Hill [59]^{34} (1955) : à un instant donné, deux particules i et j, de vitesses

33Puisque les amas infiniment éloignés les uns des autres n’interagissent pas et qu’ils n’ont pas d’énergie cinétique, l’énergie U(P ) est égale à la somme des énergies internes des amas.

34Dans ce même article, l’auteur développe une méthode exacte pour exprimer les distributions en taille d’amas sous la forme d’un développement en série de la densité en tenant compte des interactions entre amas. Ce formalisme peut être appliqué à toute définition d’amas.

respectives ⃗v_i et ⃗v_j mesurées dans le référentiel du laboratoire, sont liées si leur énergie cinétique relative K_r est inférieure à l’opposé de leur potentiel d’interaction u(r_{ij}).

K_r = m 4 (⃗v_i − ⃗v_j)^2 ≤ −u(r_{ij} ) ⇒ i et j sont liées (1.22)

Autrement dit, deux particules sont liées si elles sont suffisamment proches dans l’espace des phases et non pas dans l’espace de configuration. Un amas de Hill est par définition un ensemble de particules connectées par un chemin de liens. Le critère déterministe de Hill assure donc une stabilité énergétique locale, lien par lien.

• Amas de Hill probabilistes et amas de Coniglio-Klein

Si l’on s’intéresse à des grandeurs moyennes, il n’est pas nécessaire d’appliquer le critère (1.22) ; on peut adopter une formulation probabiliste et rechercher la probabilité pour qu’il y ait un lien de Hill entre deux particules.

Dans un fluide à la température T , les composantes des vitesses des particules sont distribuées sur une gaussienne de variance 1/βm. D’autre part, le mouvement relatif de deux particules i et j de même masse m est associé à une particule fictive de masse réduite μ = m/2 et de vitesse relative ⃗v_r = ⃗v_i − ⃗v_j . Les composantes de la vitesse relative étant distribuées sur une gaussienne de variance 2/βm, on en déduit que les composantes de la vitesse de la particule fictive sont distribuées sur la même gaussienne.

La probabilité p_{Hill}(r, β) qu’il y ait un lien de Hill entre deux particules séparées par une distance r est donc la probabilité de tirer une vitesse relative inférieure à √ −2^{u(r)}_μ sur une distribution maxwellienne de variance 1/βμ.

Soit :

p_{Hill}(r, β) = P r(K_r ≤ −u(r)) = ∫ √_{−βu(r)} 0 x^2e^{−x2} dx ∫_∞ 0 x^2e^{−x2} dx

(1.23)

Notons que l’on retrouve l’expression de la fonction F (r, β) introduite par T.L. Hill pour calculer les fonctions de partition des amas (cf annexe D). Avec cette formulation probabiliste, la définition d’un lien ne dépend plus des vitesses des particules mais de la température et les liens sont indépendants les uns des autres comme dans un processus de percolation.

Pour étudier la probabilité (1.23), on peut se placer dans le cadre du modèle de gaz sur réseau. L’interaction est limitée aux plus proches voisins et vaut −ϵ = −4J (cf annexe B). La probabilité de création d’un lien de Hill entre deux particules placées sur des sites plus proches voisins est donnée par : p_{Hill}(βϵ) = 4 √ π ∫ √_{βϵ} 0 e^{−x2} x^2dx = 1 − 4 √ π ∫_∞ √_{βϵ} x^2e^{−x2} dx Cette probabilité de création de liens a récemment été proposée par X. Campi et H. Krivine [53]. En développant cette expression en polynômes de Laguerre, ces auteurs ont montré que : p_{Hill}(βϵ) = 1 − 0.911e^{− βϵ2} − 0.177(1 − βϵ)e^{− βϵ2} + . . . = p_{ck}(βϵ) − 0.088(1 − 2.01βϵ)e^{− βϵ2} + . . . (1.24)

où p_{ck}(βϵ) = 1 − e^{− βϵ}2 est la probabilité de création de liens de Coniglio- Klein (cf équation (1.20)). L’équation (1.24) et la figure 1.7 montrent que les probabilités p_{ck} et p_{Hill} sont pratiquement identiques dans la région supercritique d’un réseau cubique^{35}. Les amas de Coniglio-Klein qui ont été introduits mathématiquement pour présenter un point critique géométrique au point critique thermodynamique ont donc une interprétation énergétique.

D’autre part, des simulations numériques ont montré que l’énergie du système était pratiquement conservée le long de la ligne de Kertész [61].

Le critère de création de liens de Hill ne garantit pas la stabilité des amas, mais X. Campi et H. Krivine ont montré que les amas de Hill probabilistes étaient stables en moyenne par émission de particules [53]. Pour démontrer ce résultat, il faut évaluer le signe des énergies de libération des particules d’un amas. Dans le cas d’un amas suffisamment grand pour que la vitesse de son centre de masse soit négligeable, l’énergie cinétique relative d’une particule est égale à^m_2 v^2_i , où v_i est tirée sur une distribution maxwellienne de variance 1/βm. – Considérons d’abord le cas d’une particule liée à l’amas qui n’interagit qu’avec une seule autre particule, son énergie de libération est donnée par : ϵ_i = m 2 v^2_i − ϵ

Par définition de la probabilité de création d’un lien de Hill : ϵ_i < 0.

35J. Pan et S. Das Gupta avaient remarqué numériquement cette relation [60].

Fig. 1.7 – Probabilités p_{Hill} et p_{ck} en fonction de 1/βϵ dans le domaine qui nous

intéresse.

– Considérons maintenant le cas où une particule interagit avec deux autres particules de l’amas. L’énergie de libération de la particule devient : ϵ_i = m 2 v^2_i − 2ϵ

La probabilité que ϵ_i soit négative est P r(^m_2 v^2_i ≤ 2ϵ) = p_{Hill}(2βϵ). Par ailleurs, en percolation de paramètre p_{Hill}(βϵ) la probabilité pour que le site (la particule) soit relié à l’amas est 2p_{Hill}(βϵ) − p^2_{Hill}(βϵ), pour éviter le double comptage. La cohérence de la définition probabiliste des amas de Hill implique que : 2p_{Hill}(βϵ) − p^2_{Hill}(βϵ) = p_{Hill}(2βϵ) Cette relation, exacte pour p_{ck}, grâce à sa forme exponentielle, devient une très bonne approximation pour p_{Hill}. On en déduit que, si une particule appartient à un amas de Hill probabiliste, son énergie de libération est négative.

La généralisation à plus de liens est évidente.

La quasi-identité entre les amas de CK et les amas de Hill définis par un critère énergétique de création de liens, ouvre des perspectives intéressantes. Les résultats que nous avons présentés montrent en effet que, dans un modèle de gaz sur réseau, il existe des amas énergétiquement stables dans la phase supercritique dont la taille diverge le long d’une ligne de percolation qui part du point critique thermodynamique. Bien sûr, ces prédictions pourraient être un artefact du modèle de gaz sur réseau qui ne résisteraient pas au passage à la limite continue et à l’utilisation d’un potentiel d’interaction plus réaliste. Ce point fera l’objet principal des chapitres 2 et 3.

1.4.3 Amas globalement stables

Une autre façon de définir des amas énergétiquement stables à un instant donné est d’identifier la partition en amas la plus liée, ie qui minimise la somme des énergies internes des amas. Ce problème revient donc à chercher la partition en amas qui minimise :

U(P ) = ∑ C U_C (1.25)

où U_C est l’énergie interne de l’amas C. Ce problème de minimisation a une solution exacte, mais pas nécessairement unique, que l’on peut déterminer si le nombre de particules est suffisamment faible pour considérer toutes les partitions en amas possibles. Dans le cas contraire, on peut utiliser deux méthodes pour rechercher une solution optimale.

La première a été proposée par C. Dorso et J. Randrup [62] et repose sur une procédure d’optimisation de type “recuit simulé” (“Simulated Annealing”) [63, 64] que nous noterons (SA) dans la suite : partant d’une partition en amas arbitraire A, une particule choisie au hasard est transférée d’un amas C à un amas C^′ ; on obtient ainsi une nouvelle partition B. La variation d’énergie interne entre les deux partitions est :

ΔU = U(B) − U(A) = U^′_C + U^′_C′ − U_C − U_C′

où U^′_C et U^′_C′ sont respectivement les énergies internes des amas C et C^′ après le transfert de la particule. Si ΔU < 0, la partition B est acceptée ; si ΔU > 0, la partition B est acceptée avec la probabilité e^{− ΔUT}e où T_e est un paramètre de contrôle. Pour chaque valeur de ce paramètre, on effectue un certain nombre de transferts de particules et on diminue progressivement la valeur de T_e jusqu’à ce qu’il n’y ait pas de changement dans la partition en amas sur un nombre donné d’essais. Comme toutes les méthodes basées sur un algorithme de Metropolis, la partition finalement obtenue peut correspondre à un minimum local de l’énergie.

Une seconde méthode, appelée BFM (“Binary Fusion Method”), a été developpée par A. Puente [65] : au départ, on considère une distribution en taille de multiplicité maximale, ie m_0 = N (toutes les particules sont des monomères) ; ensuite, à chaque itération, on réunit les deux amas qui permettent d’obtenir la partition dont l’énergie interne (1.25) est la plus basse possible et la multiplicité diminue d’une unité. A la première itération, on construit donc un dimère, à la seconde un autre dimère ou un trimère et ainsi de suite. La construction s’arrête lorsque l’énergie interne (1.25) ne peut plus être diminuée. Cette méthode déterministe suit une certaine trajectoire dans l’espace des partitions en amas qui ne conduit pas nécessairement à la partition optimale, alors que la méthode SA explore davantage cet espace avec une procédure probabiliste qui dépend de paramètres choisis.

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que ces trois définitions d’amas énergétiquement stables donnent des résultats équivalents.

Chapitre 2

Ligne de percolation des amas stables

”A cluster is [. . .] a fairly definite physical concept so that all physically reasonable definitions should lead to rather similar predictions of the cluster size distribution.” (T.L. Hill) [59]

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons montré que, dans le cadre du modèle de gaz sur réseau, les amas de Coniglio-Klein sont des amas stables par émission de particules. Nous allons à présent appliquer cette définition d’amas énergétiquement stables au cas des fluides réels. La correspondance entre le comportement thermodynamique d’un fluide simple et ses propriétés géométriques en termes d’amas sera présentée. Nous montrerons pour cela comment la distribution en taille des amas définis par un critère de stabilité énergétique évolue selon la région du diagramme de phase que l’on considère^1.

Le modèle de fluide que nous considérons est un ensemble de N ≤ 11664 particules, confinées dans une boîte cubique, qui interagissent par un potentiel de Lennard-Jones :

u(r) = 4ϵ[( σ r )^{12} − ( σ r )^6] (2.1)

où r est la distance entre deux particules, et ϵ et σ sont deux constantes qui fixent respectivement les échelles d’énergie et de longueur du fluide. Le potentiel est coupé à la distance 3σ.

1Une partie de ce travail réalisé en collaboration avec X. Campi et H. Krivine a été publiée dans la référence [66]. 43

Selon l’usage, la densité ρ, la température T , la pression P et l’énergie totale E seront exprimées à l’aide de grandeurs sans dimension, dans les unités “réduites” du système : ρσ^3 → ρ kT ϵ → T P σ^3 ϵ → P E Nϵ → E N Le diagramme de phase^2 de ce fluide est représenté sur la figure 2.2. La forme du diagramme de phase et les propriétés des amas que nous allons présenter dans la suite sont peu sensibles au choix particulier du potentiel d’interaction à courte portée et peuvent donc être considérées comme génériques aux fluides simples.

Les amas sont définis à l’aide du critère de Hill (cf chapitre 1) mais nous montrerons dans la section 2.3 que les résultats présentés dans ce chapitre dépendent peu du choix particulier de la définition des amas énergétiquement stables. Selon les propriétés des amas que nous souhaitions étudier, nous avons utilisé l’un des deux algorithmes suivants décrits plus en détail dans l’annexe F :

– Quand nous nous intéressons à des grandeurs à l’équilibre et à la limite thermodynamique, nous avons utilisé un algorithme de type Monte- Carlo (MC) dans l’ensemble canonique avec des conditions aux limites périodiques. Mais cette méthode ne permet pas d’étudier des quantités en fonction du temps ni de calculer les vitesses des particules. Le fluide est supposé à l’équilibre thermodynamique lorsque l’énergie potentielle moyenne du système se stabilise.

– Pour étudier les propriétés énergétiques et dynamiques des amas (cf chapitre 3) et pour prendre en compte les effets de taille finie et de surface d’un système isolé de petite taille (cf section 2.6 de ce chapitre), nous avons effectué des calculs de Dynamique Moléculaire (DM) dans l’ensemble microcanonique. Dans ce cas, les particules subissent des réflexions élastiques sur les parois de la boîte. Le fluide est considéré à l’équilibre thermodynamique lorsque la moyenne sur l’énergie cinétique des particules commence à osciller autour d’une valeur constante. La température du fluide est définie à partir de cette valeur moyenne (cf annexe F).

2Les courbes de coexistence liquide-gaz et liquide-solide proviennent respectivement des références [67] et [68].

Nous avons contrôlé avec un calcul de Dynamique Moléculaire que les distributions en taille des amas de Hill étaient inchangées en moyenne lorsque l’on remplace les vitesses données par le calcul de (DM) par des vitesses tirées aléatoirement sur une distribution de Maxwell caractérisée par la température du système. Les distributions en taille sont donc calculées en (MC) en affectant à chaque particule une vitesse tirée sur la distribution de Maxwell.

Pour une configuration donnée des particules (positions et vitesses), les quantités géométriques sont calculées à l’aide de l’algorithme de reconnaissance d’amas suivant : deux particules sont liées si elles vérifient le critère de Hill :^m_4 (⃗v_i − ⃗v_j )^2 < −u(r_{ij} ). On ne considére que les couples de particules séparées par une distance inférieure à 3σ qui est la portée du potentiel choisie dans ces simulations numériques. Nous avons utilisé cet algorithme pour établir la correspondance entre le diagramme de phase et les distributions en taille des amas présentée dans ce chapitre.

2.2 Etude de la ligne de percolation

2.2.1 Localisation dans le diagramme de phase

Pour mettre en évidence l’apparition d’un amas macroscopique dans la région supercritique, nous avons déterminé, pour différentes densités, la taille moyenne de l’amas de plus grande taille < S_{max} > en fonction de la température. Sur la figure 2.1, le comportement de < S_{max} > montre qu’un amas macroscopique se forme en-dessous d’une certaine température à une densité donnée. Il existe donc deux régions dans la phase supercritique : une à basse température et haute densité dans laquelle on observe un amas macroscopique et une autre à haute température et basse densité dans laquelle seuls des amas de petites tailles subsistent.

Afin de déterminer plus précisément la température de transition entre ces deux régions, nous avons calculé pour ces mêmes densités,

γ_2 = m_0m_2 m^2_1

en fonction de la température, où m_k = ∑ s^kn^′_s est le moment d’ordre k de la distribution en taille des amas n^′_s obtenue en ôtant la contribution de la taille du plus grand amas, événement par événement [26]. La quantité γ_2 − 1 est égale à la largeur réduite de la distribution en taille n^′_s (cf annexe A) [69]. Dans un processus de percolation aléatoire, γ_2 et les moments m_k pour k ≥ 2 divergent au seuil de percolation à la limite thermodynamique. Comme on le constate sur la figure 2.1, l’apparition d’un amas macroscopique correspond à un maximum de γ_2 à une densité donnée. La ligne T_p(ρ) est définie comme le lieu des points pour lesquels γ_2 présente un maximum. Nous montrerons dans la section 2.2.2 que cette température marque une transition de type percolation.

Fig. 2.1 – Taille moyenne de l’amas le plus grand < S_{max} > /N (en haut) et γ_2 (en

bas) en fonction de la température pour différentes densités. On remarque que le pic de γ_2 correspond à un point d’inflexion de < S_{max} > /N.

Notons que les effets de taille finie qui sont d’autant plus importants que la densité est grande, sont responsables de la diminution de la valeur du pic et de l’élargissement de la fonction γ_2(T ) lorsque la densité augmente^3. L’estimation de T_p(ρ) est donc moins précise à haute densité. Nous avons vérifié que m_2 et m_3 avaient le même comportement que γ_2 en fonction de la température, mais leur maximum est, dans les deux cas, à des températures légèrement différentes à cause de la taille finie du système. La figure 2.2 représente la ligne de percolation T_p(ρ) dans le diagramme de phase T − ρ du fluide de Lennard-Jones. Les barres d’erreurs sur T_p(ρ) incluent les valeurs des températures des maxima de m_2 et m_3. On trouvera une représentation

3Ces effets sont également visibles sur la forme de < S_{max} > /N à haute densité.

du diagramme de phase et de la ligne de percolation dans le diagramme P −T sur la figure 2.3.

Fig. 2.2 – Diagramme de phase projeté dans le plan T − ρ du fluide de Lennard-Jones.

Les phases solide (S), liquide (L) et gazeuse sont séparées par les courbes de coexistence [67, 68] dessinées en tirets ; la ligne de percolation des amas énergétiquement stables est représentée en trait plein. Les distributions en taille des amas correspondant aux points (a), (b), (c), (d) et (e) du diagramme de phase sont représentées sur la figure 2.4.

Aux imprécisions numériques près dues au phénomène de ralentissement critique (“critical slowing down”), la ligne de percolation part du point critique thermodynamique^4 (ρ_c ≃ 0.32, T_c ≃ 1.19). A la densité critique nous avons trouvé T_p(ρ = 0.32) = 1.23 ± 0.08.

Les distributions en taille des amas de Hill calculées aux points (a), (b), (c), (d) et (e) du diagramme de phase de la figure 2.2 sont représentées sur la figure 2.4. Nous commenterons dans la section 2.4 la forme de n_s au

4Dans le cadre d’un calcul en champ moyen (équation d’état de Van der Waals) le point critique ne coïncide pas avec un point de percolation : la ligne de percolation coupe la courbe de coexistence en ρ ≃ 0.55ρ_c [70, 71].

Fig. 2.3 – Diagramme de phase projeté dans le plan P − T du fluide de Lennard-Jones.

Les phases liquide (L), gazeuse (G) et solide (S) sont séparées par les courbes de coexistence [68] dessinées en tirets. La phase gazeuse est située en-dessous de la courbe de coexistence liquide-gaz à très faible pression. La ligne de percolation des amas énergétiquement stables est représentée en trait plein. Les positions des points (a), (b), (c), (d) et (e) de la figure 2.1 sont également indiquées dans ce diagramme. On remarque que les points (e) et (d) sont pratiquement confondus dans cette représentation.

point (e). Au point (c), à basse densité et haute température, la distribution en taille décroit exponentiellement. Au point (d), à haute densité et basse température, le pic en s ≃ 8000 de n_s signale la présence d’un amas percolant dans le fluide.

Le long de la ligne de percolation, la distribution en taille reste la même, comme on le voit sur la figure 2.4 pour les points (a) et (b), et peut être ajustée par une loi de puissance (pour s > 3) :

n_s ∼ s^τ avec τ = 2.20 ± 0.05

Cette valeur de τ est très proche de celle (τ_p = 2.18) qui caractérise la distribution en taille des amas au seuil de percolation dans un processus de percolation aléatoire à 3 dimensions (cf annexe A).

Fig. 2.4 – Distribution en taille n_s aux points (a), (b), (c), (d) et (e) du diagramme

de phase de la figure 2.2. La distribution en taille du point (a) est multipliée par 10 pour la distinguer de celle du point (b). Remarquons que la distribution en taille du point (d) présente un pic en s ≃ 8000.

2.2.2 Détermination des exposants critiques

Pour prouver que la ligne T_p(ρ) est bien une ligne de percolation aléatoire, nous présentons à présent l’évaluation des autres exposants qui caractérisent le comportement de la distribution en taille au voisinage de la ligne.

Une première méthode consiste à mesurer directement les exposants : la taille moyenne de l’amas le plus grand < S_{max}/N >, m_2/N et m_3/m_2 varient en fonction de la différence de température | T_p(ρ)−T | de la façon suivante : < S_{max} > N ∼ (T_p(ρ) − T )^β m_2 N ∼ |T_p(ρ) − T |^{−γ} m_3 m_2 ∼ |T_p(ρ) − T |^{− 1σ} La figure 2.5 illustre une détermination directe de l’exposant β qui caractérise < S_{max} > /N au voisinage de la ligne de percolation. Le défaut de cette méthode est que la valeur des exposants dépend sensiblement de l’intervalle en température que l’on considère et de la valeur de T_p(ρ).

Fig. 2.5 – < S_{max} > /N en fonction de (T_p(ρ)−T ) pour la densité ρ = 0.7 (T_p(0.7) = 2.2

correspond au point (b) du diagramme de phase de la figure 2.2). La pente de la droite est β = 0.4 ± 0.1.

Comme on le constate dans le tableau 2.1, les valeurs des exposants, déterminées pour la densité ρ = 0.7, sont en accord avec les valeurs de la classe d’universalité de la percolation à trois dimensions.

Une seconde méthode, moins ambigüe, permet d’estimer des rapports entre les exposants critiques en utilisant les propriétés de loi d’échelle en taille (’finite size scaling’). Le long de la ligne de percolation, les grandeurs géométriques s’expriment en fonction de la taille du système (N le nombre de particules) : < S_{max} > ∼ N^{1− β3ν}

Percolation Ce travail β 0.41 0.4 ± .1 γ 1.80 1.6 ± .3 σ 0.45 0.44 ± .05 τ 2.18 2.20 ± .05 β/ν 0.47 0.48 ± .02 γ/ν 2.05 2.00 ± .05 1/σν 2.53 2.60 ± .05

Tab. 2.1 – Exposants critiques associés à la distribution en taille, en percolation à trois dimensions [26], calculés au voisinage du point (b) du diagramme de phase.

m_2 ∼ N^{1+ γ3ν} m_3 m_2 ∼ N^{13σν} où ν est l’exposant associé à la longueur de corrélation [26]. Ces quantités, calculées au point (b) du diagramme de phase, sont représentées en fonction de N sur la figure 2.6. Pour des tailles supérieures à N ≃ 50, on observe le comportement en loi de puissance attendu.

Les valeurs des rapports d’exposants sont données dans le tableau 2.1. On constate à nouveau un bon accord avec la percolation à trois dimensions. Les relations d’hyperscaling entre les exposants sont également bien vérifiées [26]. Par exemple : γ ν + 2 β ν = 2.96 ± 0.06 ≃ d = 3

Sur la figure 2.6, on montre également que les fluctuations de la taille de l’amas le plus grand varient comme Nm_2, vérifiant ainsi une conjecture proposée par D. Stauffer [72] en 1980 : < S^2_{max} > − < S_{max} >^2∼ Nm_2 ∼ N^{1+ γ3ν}

Ces résultats suggèrent fortement que des amas définis par un critère de stabilité énergétique engendrent une ligne critique de percolation caractérisée par les exposants de la classe d’universalité de la percolation aléatoire à trois dimensions. Cette prédiction est un des principaux résultats de cette thèse.

Fig. 2.6 – Comportement en loi d’échelle de < S_{max} >, Nm_2,^{m3}_{m2} et σ^2 =< S^2_{max} >

− < S_{max} >^2 en fonction de N pour le point (b) du diagramme de phase. Les droites correspondent aux meilleurs ajustements dans l’intervalle 50 ≤ N ≤ 11664. Les fluctuations de S_{max} sont multipliées par un facteur 10 pour les distinguer de Nm_2.

A cause du ralentissement critique évoqué plus haut, nous n’avons pas pu calculer précisément les exposants géométriques au point critique thermodynamique. En extrapolant les résultats obtenus avec le modèle de gaz sur réseau, on s’attend néanmoins à ce que les exposants géométriques aient en ce point (et seulement en ce point) les valeurs des exposants qui correspondent à la classe d’universalité du modèle d’Ising.

2.2.3 Conservation de l’énergie le long de la ligne de percolation

Nous avons constaté que le long de la ligne de percolation, l’énergie totale du système était pratiquement constante. On retrouve ainsi la même propriété que dans le cas du gaz sur réseau avec les amas de Coniglio-Klein. Afin d’estimer cette conservation de l’énergie, nous avons représenté sur la figure 2.7 l’énergie en différents points de la ligne et les variations d’énergie en fonction de la température pour une densité donnée : pour une même variation de température, les variations d’énergie le long de la ligne de percolation sont 20 fois plus faibles que sur une isochore. Remarquons que la conservation de l’énergie implique que la ligne de percolation présente une pente nulle au point critique thermodynamique dans le diagramme T − ρ. En effet, l’énergie étant constante, dE =^{∂E}_{∂ρ} dρ +^{∂E}_{∂T} dT = 0, or la chaleur spécifique C_v =^{∂E}_{∂T} diverge au point critique ce qui implique que dT est nulle.

Fig. 2.7 – Energie du système (par particule) le long de la ligne critique de percolation

en fonction de la température. Les lignes correspondent aux isochores ρ = cte et les cercles noirs avec les doubles barres d’erreur sont des points de la ligne de percolation.

Nous montrerons au chapitre suivant (cf section 3.3.4) que cette conservation de l’énergie du système, dont l’origine n’est pas comprise, résulte de la compensation de deux termes associés aux énergies des amas.

2.3 Comparaison avec les amas globalement stables

L’existence et la localisation de la ligne de percolation ont été déterminées en définissant les amas à l’aide du critère de stabilité local de Hill. Pour vérifier que ces résultats ne dépendent pas de la définition particulière des amas énergétiquement stables, nous avons comparé les distributions en taille des amas de Hill à celles des amas globalement stables présentés dans le chapitre 1.

Rappelons que les algorithmes d’optimisation de “recuit simulé” (SA) et “Binary Fusion method” (BFM) cherchent la partition en amas dont la somme des énergies internes des amas est minimale en valeur algébrique. Le principal inconvénient de ces méthodes est le temps de calcul qui augmente quadratiquement avec le nombre de particules, alors que le temps de calcul de notre algorithme de reconnaissance d’amas de Hill ne varie que linéairement avec N. Par exemple, pour le système de N = 1000 particules que nous avons considéré, notre algorithme est 300 fois plus rapide que l’algorithme de recuit simulé.

Les distributions en taille des amas de Hill, BFM et SA sont représentées sur la figure 2.8 pour un système de N = 1000 particules à la densité ρ = 0.5 pour trois températures différentes obtenues par des calculs de Dynamique Moléculaire. Pour des températures supérieures ou égales à celles de la ligne de percolation (T = 2.8 et 1.8 sur la figure 2.8), les distributions en taille correspondant aux trois définitions d’amas sont parfaitement équivalentes. Ce n’est plus le cas dans la région percolante (T = 1.5).

En conclusion, en dehors de la région percolante, les résultats présentés jusqu’ici concernant l’existence et la localisation de la ligne de percolation des amas énergétiquement stables sont indépendants du critère de stabilité choisi pour définir les amas.

Fig. 2.8 – Distributions en taille des amas de Hill (en trait plein), BFM (en tirets) et

SA (en pointillés) pour N = 1000, ρ = 0.5 à trois températures différentes.

2.4 Distribution en taille des amas stables sur la courbe de coexistence liquide-gaz

Pour des densités ρ < ρ_c ou des températures T < T_c, nous n’avons pas observé de comportement critique de percolation. Les distributions en taille n_s décroissent plus rapidement que s^{−2.2} et ne sont clairement pas en loi de puissance. Par contre, un amas macroscopique apparaît lorsque l’on passe sous la courbe de coexistence de phase liquide-gaz. La figure 2.4 représente deux distributions en taille d’amas calculées autour du point (e) du diagramme de phase (cf figure 2.2) à la densité ρ = 0.1 : la première calculée à T = 1.10 est décroissante et la seconde à T = 1.05 présente une bosse pour s ≃ 200. Ce changement radical de n_s, pour une très faible variation de la température coïncide parfaitement avec le passage de la courbe de coexistence déterminée par N. Wilding [67]. Ce résultat renforce l’idée que les amas énergétiquement stables sont des amas physiques. Ce signal géométrique clair, donné par la distribution en taille des amas stables, peut être utilisé comme une méthode simple et précise pour déterminer la courbe de coexistence pour ρ < ρ_c. Il faut d’ailleurs remarquer que les amas géométriques (définis par un critère de proximité) ne présentent pas un tel signal le long de la courbe de coexistence^5.

Nous insistons sur le fait que la ligne de coexistence liquide-gaz n’est pas une ligne critique de percolation. Au point de condensation, il y a bien formation d’un amas macroscopique, mais il n’est pas percolant et la distribution en taille des amas n’est pas en loi de puissance^6.

2.5 Autres lignes dans la phase supercritique

Des travaux théoriques, parfois confirmés par une mise en evidence expérimentale, ont défini d’autres lignes dans la phase supercritique d’un fluide. Nous en donnons ici quelques exemples.

• Lignes de percolation des amas géométriques Dans la section 1.3 du premier chapitre, nous avons défini des amas géométriques dans un fluide continu de la façon suivante : deux particules sont liées si la distance qui les sépare est inférieure à une distance de coupure b. Ces amas donnent également lieu à une ligne critique de percolation [73, 74, 75], mais sa localisation dans le diagramme de phase est très sensible au choix de la valeur de b, comme on peut le voir sur la figure 2.9 extraite de la

5Sauf à très faible densité où ces amas deviennent identiques aux amas stables. 6La taille moyenne de l’amas le plus grand est < S_{max} >≃ 250 au point (e) du diagramme de phase et < S_{max} >≃ 2000 aux points (a) et (b).

2.5. AUTRES LIGNES DANS LA PHASE SUPERCRITIQUE 57

référence [74]. Ces lignes de percolation sont pratiquement indépendantes de la température^7.

Fig. 2.9 – Lignes de percolation des amas géométriques représentées dans le diagramme

de phase T − ρ d’un fluide de Lennard-Jones. Chaque ligne est annotée par la valeur de la distance de coupure b correspondante. Les points noirs correspondent à des systèmes de taille N = 108 et les points cerclés à un système de taille N = 500 [74].

D’après les théorèmes de Lee et Yang [5], la fonction de partition d’un fluide ne présente pas de singularités dans la phase supercritique. Il est néanmoins possible de définir des lignes le long desquelles des grandeurs thermodynamiques changent de comportement en restant analytiques. Nous présentons dans la suite deux exemples de ces lignes qui n’ont a priori rien à voir avec une description géométrique du fluide.

• Ligne de Fisher-Widom Dans le cas d’un potentiel à courte portée, la forme asymptotique de la fonction de corrélation à deux points g(r) présente deux types de comportements pour les grandes valeurs de r dans la phase supercritique : dans une région à basse densité, g(r) décroit exponentiellement comme dans un gaz, et dans une région à haute densité, la décroissance de g(r) présente des oscillations amorties comme dans un liquide. Le lieu des points du diagramme de phase qui marque la transition entre ces deux régions est appelé “ligne

7On retrouve le comportement des lignes de percolation des amas d’Ising évoquées à la section 1.3 du chapitre 1.

de Fisher-Widom” [76, 77, 78]. Ce changement de comportement de g(r) n’a jamais été observé expérimentalement. Comme on le voit sur la figure 2.10 extraite de la référence [77], la ligne de Fisher-Widom semble proche^8 d’une ligne de percolation des amas géométriques pour une certaine valeur de b.

Fig. 2.10 – Ligne de Fisher-Widom représentée dans le diagramme de phase T − ρ d’un

fluide de Lennard-Jones [77].

• Ligne du maximum de la compressibilité La compressibilité d’un fluide ne diverge qu’au point critique thermodynamique mais présente un maximum le long d’une ligne^9 que l’on peut observer expérimentalement en mesurant la vitesse d’ultrasons dans l’argon [80] ou par diffusion de rayons X [81, 82]. Cette ligne se termine à une température de l’ordre de 1.2T_c, au-dessus de laquelle la compressibilité ne présente plus de maximum.

La figure 2.11 représente cette ligne déterminée analytiquement à l’aide de l’équation d’état de Van der Waals.

8A notre connaissance cette remarque n’a jamais été signalée auparavant. 9Il existe également une ligne qui décrit le maximum de la chaleur spécifique à volume constant dans la phase supercritique [79].

Fig. 2.11 – Ligne du maximum de la

compressibilité dans le diagramme de phase T − ρ déterminée analytiquement à l’aide de l’équation d’état de Van der Waals. La température et la densité sont divisées par leurs valeurs au point critique.

2.6 Applications aux systèmes de petites tailles

Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés à des systèmes de grandes tailles afin d’en déduire les propriétés morphologiques du fluide à la limite thermodynamique. Nous avons montré que :

1. Des amas stables existent dans la phase supercritique des fluides simples. 2. Une ligne critique de percolation qui part du point critique thermodynamique sépare la phase supercritique en deux régions.

3. Au passage de la courbe de coexistence liquide-gaz (pour ρ < ρ_c), la distribution en taille des amas change radicalement de forme sans présenter de comportement critique de percolation (ie, n_s est différente d’une loi de puissance).

4. La ligne critique de percolation est (pratiquement) iso-énergétique.

Dans l’introduction de cette thèse, nous avons évoqué la possibilité d’établir une correspondance entre les propriétés thermodynamiques et la description en termes d’amas stables d’un petit système. Nous allons voir à présent ce que deviennent les quatre propriétés énoncées plus haut dans le cas des systèmes de petites tailles^{10}. Deux expériences de fragmentation d’agrégats et de noyaux atomiques seront analysées au chapitre 4.

Nous avons effectué des calculs de Dynamique Moléculaire avec un système de N = 125 particules confinées dans une boîte cubique dont les parois sont parfaitement réfléchissantes. Dans les petits systèmes il n’y a plus a proprement parler de diagramme de phase. Nous continuerons néanmoins à employer ce terme en précisant comment nous avons défini la “courbe de coexis-

10Une partie de ce travail réalisé en collaboration avec X. Campi et H. Krivine va paraître dans la référence [83].

tence” : elle a été localisée, pour des densités inférieures à ρ = 0.3, à l’aide de la chaleur spécifique à volume constant (∂E/∂T )_ρ, avec une précision de l’ordre de 10%. Des résultats très proches ont été obtenus en utilisant la méthode de Lebowitz-Percus-Verlet [84] qui permet de calculer la chaleur spécifique dans l’ensemble microcanonique à partir des fluctuations de l’énergie cinétique des particules. Le diagramme de phase de ce système est représenté sur la figure 2.12. La courbe de coexistence a été prolongée, pour les densités supérieures à ρ = 0.3, en s’inspirant de la courbe obtenue dans le grand système [67] représentée sur la figure 2.2. Le “point critique” est situé en ρ_c = 0.35 ± 0.05 et T_c = 1.10 ± 0.05. Cette baisse de la température critique par rapport à celle du grand système (T_c ≃ 1.20) est due aux effets de surface.

Fig. 2.12 – Diagramme de phase T − ρ d’un

fluide de Lennard-Jones de N = 125 particules confinées dans une boîte. La courbe de coexistence est représentée par les points. Les lignes iso-énergétiques sont annotées par la valeur de l’énergie par particule E/N.

Fig. 2.13 – Diagramme de phase et courbes

de niveaux de γ_2 −1 dont quelques valeurs sont indiquées (voir texte).

Comme dans le cas des grands systèmes, des amas définis par un critère de stabilité énergétique sont présents dans la phase supercritique (point 1). Les courbes de niveaux de γ_2 − 1 (ie la largeur réduite de la distribution en taille sans la contribution de S_{max}) sont représentées dans le diagramme de phase T − ρ sur la figure 2.13. Une ligne, ou plus exactement une “bande”, sur laquelle γ_2 présente un maximum, sépare la phase supercritique en deux régions et passe par le point critique (point 2). Mais alors que dans un grand système, le comportement critique (de percolation) disparaît pour ρ < ρ_c et T < T_c, l’intensité maximale de γ_2 diminue progressivement le long de la courbe de coexistence liquide-gaz. Dans cette région du diagramme de phase, la forme exponentielle de la distribution en taille (voir n_s au point (e), figure 2.4) peut être confondue avec une loi de puissance à cause de la faible gamme en taille des amas, comme on peut le constater sur la figure 2.14. Il est pourtant incorrect d’interpréter cette distribution en taille comme un signal d’un comportement critique de percolation.

Fig. 2.14 – Distributions en taille n_s au voisinage de la courbe de coexistence en ρ = 0.1

pour un système de N = 125 particules.

La figure 2.14 représente deux distributions en taille d’amas à la densité ρ = 0.1 pour des températures situées de part et d’autre de la courbe de coexistence. Comme dans le cas des grands systèmes, la forme de la distribution en taille change brusquement, pour une faible variation de la température, lorsque le système pénètre dans la région biphasique (point 3).

En comparant les figures 2.12 et 2.13, on constate que dans la phase supercritique, les lignes iso-énergétiques correspondent à une valeur donnée de γ_2. Nous avons vérifié qu’il en était de même pour les trois premiers moments de n^′_s. La ligne de percolation est donc bien iso-énergétique (point 4). D’après la figure 2.15, les distributions en taille le long de la ligne de percolation (maximum de γ_2 et iso-énergétique critique) sont pratiquement identiques et peuvent être ajustées par une loi de puissance (τ = 2.4 ± 0.1) malgré les effets de taille finie responsables de la bosse observée en s ≃ 50. A cause de ces mêmes effets, la distribution en taille au point critique thermodynamique est la même que sur la ligne de percolation. Par contre, en-dessous de la courbe de coexistence, la forme de n_s change le long d’une ligne iso-énergétique (cf figure 2.15).

Cette valeur de l’exposant τ est très proche de celle obtenue en percolation dans une approche de champ moyen (τ = 2.5). En effet, lorsque la taille du système est de l’ordre de la portée de l’interaction, chaque particule peut être liée directement à toutes les autres. En utilisant un potentiel de Lennard- Jones modifié, dont le terme attractif tend plus rapidement vers 0 que 1/r^6, la portée du potentiel diminue et l’on retrouve un exposant d’environ 2.2 pour cette même taille de système.

En conclusion, le lieu des points de la phase supercritique qui ont une même distribution en taille est une ligne iso-énergétique. Cela signifie que la seule connaissance de la distribution en taille ne permet pas de déterminer la température et la densité du système (la réciproque est néanmoins vraie).

2.6. APPLICATIONS AUX SYSTÈMES DE PETITES TAILLES 63

Fig. 2.15 – Distributions en taille n_s le long de la ligne iso-énergétique critique (E_c/N ≃

−0.6) qui est également le lieu des points du maximum de γ_2, pour un système de N = 125 particules. De haut en bas, les trois premières courbes (en trait plein) correspondent à des points de la ligne de percolation, la quatrième (en pointillés) est évaluée au point critique thermodynamique et la cinquième (en tirets) est la distribution en taille d’un point situé sous la courbe de coexistence à la même énergie. Les cinq courbes sont multipliées par des valeurs différentes pour les distinguer les unes des autres.

Chapitre 3

Propriétés des amas stables

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons montré que, sur la courbe de condensation, il existe une correspondance entre les changements des grandeurs thermodynamiques et la forme des distributions en taille des amas énergétiquement stables (apparition d’un amas macroscopique sur la courbe de coexistence liquide-gaz pour ρ < ρ_c et distribution en loi de puissance au point critique thermodynamique). Ceci suggère fortement que ces amas sont des objets physiques qui pourraient être observés expérimentalement, notamment au voisinage de la ligne de percolation qui part du point critique thermodynamique. Il est donc intéressant d’en préciser les caractéristiques.

Dans ce chapitre nous présentons une étude des propriétés des amas de Hill dans la phase supercritique et en particulier au voisinage de la ligne de percolation. Dans une première partie, la morphologie des amas sera étudiée à l’aide de leur rayon de giration. Nous examinerons ensuite les propriétés énergétiques des amas et montrerons dans quelle mesure ils vérifient les critères de stabilité énergétique énoncés au chapitre 1. Une dernière partie sera consacrée à une évaluation de la durée de vie moyenne des amas dans le fluide et lorsqu’ils sont isolés dans le vide.

Les résultats présentés dans les deux premières parties de ce chapitre ont été obtenus par des calculs de Dynamique Moléculaire pour un système de N = 10648 particules sans conditions aux limites périodiques^1. Les différents paramètres de ces simulations sont décrits dans l’annexe F.

1Par conséquent, le diagramme de phase et la localisation de la ligne de percolation sont légèrement différents de ceux déterminés dans le chapitre 2.

3.2 Morphologie des amas

La définition de la surface d’un amas dans un espace continu est ambigüe. Pour extraire une information sur la forme des amas, nous allons utiliser le rayon de giration d’un amas de taille s défini par [26] :

R^2_s = 1 2 s−1∑ i=1 s∑ j=i r_{ij}^2 s(s − 1) où r_{ij} est la distance entre deux particules i et j de l’amas. La distance moyenne au carré entre deux particules d’un amas de taille s est donc < 4R^2_s >. La variation du rayon de giration moyen en fonction de s permet de caractériser la compacité des amas. En effet, pour s suffisamment grand, < R_s >∼ s^{1Df} , où D_f est la dimension fractale des amas et la moyenne est prise sur tous les amas de taille s. Dans le cas d’objets compacts, D_f est égale à la dimension de l’espace (D_f = 3).

Fig. 3.1 – Rayon de giration moyen (en unité σ) des amas en fonction de s pour des

points situés au-dessus (à gauche), sur (au milieu) et en-dessous (à droite) de la ligne de percolation. Sur la figure du milieu, le rayon de giration en ρ = 0.5 et T = 1.6 a été multiplié par 0.66. Les dimensions fractales évaluées à partir des pentes de ces trois courbes sont respectivement D_f = 2.4 ± 0.1, 2.55 ± 0.05, 3.0 ± 0.1.

3.2. MORPHOLOGIE DES AMAS 67

Comme on le constate sur la figure 3.1, la dimension fractale des amas dépend de la région du diagramme de phase que l’on considère :

– le long de la ligne de percolation (figure du milieu pour ρ = 0.5 et ρ = 0.7), le rayon de giration des amas de taille s est invariant. L’ajustement de < R_s > donne une dimension fractale D_f = 2.55 ± .05 compatible avec la valeur que l’on peut déduire de l’exposant τ ≃ 2.2 par D_f = d/(τ − 1) = 2.5 [26]. Nous vérifions ainsi que le long de la ligne de percolation la structure interne des amas de Hill est conservée. Le voisinage de la ligne de percolation est caractérisé par la présence d’amas de toutes tailles, la valeur de D_f peut donc y être donnée avec précision. En dehors de cette région, il n’y a que des amas de petites tailles (et éventuellement un amas percolant), l’évaluation de la dimension fractale, si elle existe, est donc difficile.

– Dans la région non percolante, il faut distinguer les cas selon la valeur de la température. A haute température, la dimension fractale des amas est inférieure à 2.5 (cf figure de gauche)^2. Par contre, à température et densité suffisamment basses, les amas sont compacts comme l’indique la dimension fractale D_f = 3 évaluée par ailleurs en ρ = 0.05 et T = 1.1.

– Dans la région percolante, les amas de tailles finies (10 < s < 500) sont également compacts (cf figure de droite)^3.

La longueur moyenne des liens de Hill donnent également une information sur la structure des amas. Nous montrons sur la figure 3.2 que la distribution de la longueur des liens change peu selon le point du diagramme de phase et présente un maximum en r ≃ 1.12 correspondant au minimum du potentiel de Lennard-Jones (cf équation (2.1)). Ainsi, la structure des amas de petites tailles (s < 10) dépend peu de la densité et de la température, le rayon de giration met également en évidence cette propriété des petits amas (voir figure 3.1). Notons qu’à cause de la courte portée du potentiel, la probabilité qu’un lien soit plus long que 2.5σ est négligeable^4.

Les formes fractales des amas de Hill au voisinage de la ligne de percolation ne semblent a priori pas compatibles avec l’idée de stabilité. On imagine en effet plus volontiers un amas stable comme un ensemble compact de particules. Nous allons discuter ce point dans la suite de ce chapitre.

2Rappelons que, dans un processus de percolation sur réseau, en-dessous du seuil de percolation la dimension fractale des amas vaut 2.

3On note sur les figures du milieu et de droite (cf figure 3.1) que le rayon de giration de l’amas percolant est limité par la taille du système.

4Ceci justifie a posteriori le choix de la distance de coupure du potentiel en r = 3σ que nous avons utilisée dans nos simulations (cf annexe F).

Fig. 3.2 – Distribution de la longueur r_{ij} (en unité σ) des liens de Hill en trois points

du diagramme de phase.

3.3 Stabilité énergétique des amas

Les amas de Hill étant définis par un critère énergétique local, c’est-à-dire lien par lien, il convient de mettre à l’épreuve leur stabilité énergétique globale à un instant donné. Pour commencer, nous introduirons une température effective interne des amas et montrerons que les amas de grandes tailles se comportent comme des gouttelettes de liquide. Ensuite, nous nous intéresserons à leur énergie interne et à leur stabilité par émission de particules.

3.3.1 Températures effectives

La construction des amas de Hill revient à regrouper des particules dont les positions et les vitesses sont relativement proches. Par rapport à des amas géométriques définis comme des ensembles de particules proches dans l’espace de configuration, les particules des amas énergétiquement stables sont donc sélectionnées en plus par leur vitesse. Les vitesses des particules du fluide ont une distribution maxwellienne, mais la sélection sur les vitesses modifie les distributions des vitesses des particules appartenant à un même amas. Ainsi, un monomère de Hill est une particule dont la vitesse est beaucoup plus grande que celle de ses voisines.

La vitesse ⃗v_i calculée dans le référentiel du laboratoire de chaque particule i d’un amas C_s se décompose de la façon suivante :

⃗v_i = ⃗v^∗_i + ⃗V_{Cs} (3.1)

où ⃗V_{Cs} est la vitesse du centre de masse de l’amas C_s et ⃗v^∗_i la vitesse de la particule i calculée dans le référentiel du centre de masse de l’amas C_s. La distribution P (v^∗_x) de la projection v^∗_x selon l’axe Ox des vitesses des particules appartenant à des amas de tailles données est représentée sur la figure 3.3, à la densité ρ = 0.5 et à la température T = 1.6.

Fig. 3.3 – Distribution des vitesses P (v^∗_x) en ρ = 0.5 et T = 1.6 pour différentes tailles

d’amas. La distribution gaussienne des vitesses des particules du fluide à T = 1.6 est représentée à titre de comparaison (les échelles sont différentes sur les figures de gauche et de droite). La distribution gaussienne à la température effective T^∗ = 0.88 est également représentée sur la figure de droite.

Les distributions des vitesses des amas de petites tailles (s = 2, 3 et 10), ne peuvent pas être ajustées par une distribution gaussienne et changent brusquement avec la taille des amas. Par contre, lorsque la taille des amas augmente et dépasse s ≃ 50, les distributions tendent vers la même gaussienne caractérisée par une “température” de 0.88 en ce point du diagramme de phase. Bien que l’observation d’une distribution de Maxwell-Boltzman n’implique pas pour autant l’équilibre thermodynamique d’un système, nous allons introduire deux températures effectives associées aux amas pour faciliter une discussion qualitative des propriétés du fluide en tant que gaz d’amas.

Pour cela, décomposons l’énergie cinétique K^{lab}_{Cs} d’un amas C_s calculée dans le référentiel du laboratoire à l’aide de l’équation (3.1). On obtient facilement : K^{lab}_{Cs} = 1 2 sV^2_{Cs} + 1 2 s∑ i∈C_s=1 v^∗_i^2 = K^{cm}_{Cs} + K^∗_{Cs} où K^{cm}_{Cs} et K^∗_{Cs} sont respectivement l’énergie cinétique du centre de masse et l’énergie cinétique interne de l’amas C_s. Le mouvement d’un amas de taille s est décrit par 3s degrés de liberté : 3 degrés de liberté sont associés au mouvement de translation du centre de masse et 3(s − 1) aux mouvements internes. On peut donc définir une température effective interne T^∗(s) et une température effective T^{cm}(s) des centres de masse des amas de taille s de la façon suivante :

T^∗(s) = 2 3(s − 1)k < K^∗_{Cs} > T^{cm}(s) = 2 3k < K^{cm}_{Cs} > où les valeurs moyennes sont prises sur tous les amas de taille s. Les deux températures effectives T^∗(s) et T^{cm}(s) sont représentées sur la figure 3.4 en fonction de la taille des amas en ρ = 0.50 et T = 1.6. L’allure de ces courbes est en fait assez générale et varie peu selon le point du diagramme de phase que l’on considère^5. Les fluctuations de T^{cm}(s) sont dues au manque de statistique car pour une taille donnée, il y a n_s contributions à T^{cm}(s) alors qu’il y en a sn_s pour T^∗(s).

D’après la figure 3.4, on a quelque soit s : T^∗(s) < T < T^{cm}(s) Puisque T^{cm}(s) caractérise le mouvement de translation des amas de taille s et T^∗(s) leurs mouvements internes, cette inégalité suggère que le fluide peut être considéré comme un gaz “chaud” d’amas “froids”^6.

5Le choix de ce point particulier du diagramme de phase est simplement motivé par la présence d’amas de toutes tailles.

6On peut également définir une température effective T^′ du gaz d’amas associée aux mouvements des centres de masse des m_0 amas par^3_2 m_0kT^′ = ∑ s n_sK^{cm}_{Cs} (s). Cette température est très proche de la température T^{cm}(s = 1) des monomères qui forment une fraction importante des amas.

Fig. 3.4 – Températures effectives T^∗(s) et T^{cm}(s) en fonction de la taille des amas

(1 < s < 300) en ρ = 0.50 et T = 1.6. La température du système est indiquée à titre de comparaison.

Comme nous l’avons remarqué en étudiant la forme des distributions des vitesses des particules en fonction de la taille des amas, la température interne T^∗(s) devient pratiquement indépendante de la taille à partir de s = 50 environ et tend vers une valeur limite T^∗ = 0.88. Non seulement cette taille de saturation est peu sensible à la densité et à la température comme on le voit sur la figure 3.5, mais elle est également indépendante de la taille N du système comme nous le montrerons plus loin. Cette saturation de la température interne des amas est donc une propriété intrinsèque aux amas de Hill.

D’après la figure 3.5, la valeur limite de la température interne pour s >> 1 ne dépend pratiquement pas de la température du fluide à une densité donnée (figure de gauche) et augmente peu avec la densité passant de 0.7 en ρ = 0.05, à 1.1 en ρ = 0.80 (figure de droite). La forme de T^∗(s) en fonction de s, ainsi que la valeur de la température limite inférieure à la température critique T_c ≃ 1.2 quelque soit la densité, montrent finalement que les petits amas ressemblent à des cristaux alors que les grands se comportent comme des gouttelettes de liquide.

Le nombre moyen de liens de Hill par particule dans un amas présente le même comportement que T^∗(s) en fonction de s pour un système de N = 1000 particules (cf figure 3.6). On constate que la taille de saturation est la même que celle de T^∗(s) et qu’elle ne dépend pas de la taille N du système

Fig. 3.5 – T^∗(s) en fonction de s. A gauche, à la densité ρ = 0.7 pour trois températures

différentes ; à droite, pour trois densités (et températures) différentes. Remarquons que les deux points aux densités ρ = 0.5 et ρ = 0.8 sont sur la ligne de percolation.

Fig. 3.6 – Nombre moyen de liens par particule dans un amas en fonction de s pour

ρ = 0.50 et T ≃ 1.6 pour un système de N = 1000 particules (ce point du diagramme de phase est sur la ligne de percolation). On remarque que la taille de saturation (s ≃ 50) est la même que dans le cas de N = 10648 particules.

comme nous l’avions indiqué plus haut. La valeur limite du nombre moyen de liens par particule vaut environ 1.2 en ce point du diagramme de phase ce qui renforce l’idée de la nature fractale des amas.

Remarquons que les températures internes des amas géométriques (définis par un critère de proximité dans l’espace de configuration) et probabilistes

(définis par création de liens avec une probabilité donnée) sont égales à la température du fluide puisque ces amas ne sont pas contruits à l’aide des vitesses des particules.

3.3.2 Energie interne

Nous allons montrer à présent comment les amas de Hill vérifient les critères de stabilité introduits à la section 1.4.1 du premier chapitre. Le critère de stabilité absolue n’est pas applicable en pratique, mais le signe de l’énergie interne des amas donne une condition nécessaire à la stabilité des amas. L’énergie interne U_{Cs} d’un amas C_s de taille s est égale à la somme de l’énergie cinétique interne K^∗_{Cs} et de l’énergie potentielle interne Ep_{Cs} .

Le cas des dimères est évident^7 : U_{C2} ≤ 0. Les dimères sont effectivement construits pour vérifier exactement ce critère de stabilité.

Dans le cas s > 2, le critère de Hill ne donne une information que sur les couples de particules connectées par un lien, mais des couples de particules qui ne sont pas reliées directement interagissent et contribuent à l’énergie potentielle interne de l’amas. Sur la figure 3.7, la contribution des deux termes de l’énergie interne moyenne est donnée en fonction de la taille des amas au point ρ = 0.5 et T = 1.6. L’énergie cinétique des amas de petites tailles augmente plus rapidement que leur énergie potentielle ne diminue. Il en résulte un maximum de l’énergie interne autour de s = 20.

Les énergies internes moyennes des amas en fonction de leur taille sont reproduites sur la figure 3.8 pour différents points du diagramme de phase. A basse densité et basse température, l’énergie interne des amas par particule est une fonction décroissante et négative de la taille des amas (cf figure de droite). Lorsque la température et/ou la densité augmentent, < U_{Cs} > /s présente un maximum pour une taille d’amas autour de s = 20. Si la densité ou la température dépasse une certaine valeur, l’énergie interne des amas de taille intermédiaire devient positive. Ces amas sont donc instables ; c’est par exemple le cas pour T > 2 à la densité ρ = 0.7 (cf figure de gauche). L’ensemble des amas de Hill est donc susceptible d’exister qu’endessous d’une température limite qui diminue avec la densité. Par exemple, le long de la ligne de percolation, pour ρ ≤ 0.6 (T = 1.8), U_{cs} est négative pour toutes les tailles d’amas.

Nous avons vérifié par ailleurs que les amas géométriques et probabilistes ont une énergie interne moyenne qui est positive quelque soit leur taille ou le

7Les deux particules i et j qui constituent un dimère vérifient le critère de Hill :^1_4 (⃗v_i − ⃗v_j )^2 ≤ −u(r_{ij} ). Les énergies cinétiques calculées dans le centre de masse sont égales et valent : K^∗_i = K^∗_j =^1_8 (⃗v_i − ⃗v_j )^2. On en déduit le signe de l’énergie interne U_{C2} = K^∗_i + K^∗_j + u(r_{ij} ) ≤ 0.

Fig. 3.7 – Energie interne < U_{Cs} > /s, énergie cinétique interne < K^∗_{Cs} > /s et énergie

potentielle interne < Ep_{Cs} > /s des amas en fonction de s en ρ = 0.50 et T = 1.6.

Fig. 3.8 – Energie interne < U_{Cs} > /s en fonction de s. A gauche, à la densité ρ =

0.7 pour trois températures différentes ; à droite, pour trois densités (et températures) différentes. Remarquons que les deux points aux densités ρ = 0.50 et ρ = 0.60 sont sur la ligne de percolation.

point du diagramme de phase de la région supercritique que l’on considère.

3.3.3 Stabilité par émission de monomères

Nous avons vu que les amas de Hill étaient “plus froids” que le fluide et qu’à des températures suffisamment basses, leur énergie interne était négative, mais cette condition n’implique pas la stabilité par émission de monomères. Une particule appartenant à un amas d’énergie interne négative peut en effet avoir suffisamment d’énergie pour quitter cet amas. Nous rappelons qu’un amas C_s de taille s est stable par émission de monomères si l’énergie de libération ϵ_i de toute particule i ∈ C_s est négative. Soit : ϵ^{Cs}_i ≡ K^∗_i + ∑ j∈C_setj≠i u(r_{ij}) < 0 où K^∗_i est l’énergie cinétique de la particule i calculée dans le centre de masse de l’amas C_s.

Voyons à présent dans quelle mesure les amas de Hill sont stables par émission de monomères. Par construction les dimères vérifient ce critère de stabilité^8.

Les amas de tailles supérieures à 2 ne sont, eux, pas nécessairement stables par émission de monomères. Le pourcentage de particules du fluide dont l’énergie de libération ϵ_i est positive augmente avec la température et la densité du fluide passant de 0.9% en ρ = 0.05 et T = 1.1, à 9.5% en ρ = 0.7 et T = 2.1. Toutefois, une grande partie des particules sont des monomères (qui vérifient ce critère de stabilité par définition), il est donc plus pertinent d’exprimer ce pourcentage en fonction de la taille des amas.

Fig. 3.9 – Pourcentage de particules dont l’énergie de libération est positive en fonction

de la taille des amas pour les mêmes points du diagramme de phase que ceux de la fig. 3.8.

La forme des courbes donnant le pourcentage de particules dont l’énergie de libération est positive en fonction de la taille des amas (cf figure 3.9),

8En effet, pour toute particule i appartenant à un dimère : ϵ_i(s = 2) =^1_8 (⃗v_i − ⃗v_j )^2 + u(r_{ij} ) <^{u(rij )}_2 < 0.

rappelle pour s > 10 celle de l’énergie interne par particule (cf figure 3.8). Ainsi, un amas qui a plus de 22% environ de particules dont la vitesse de libération est positive se réduit sous forme de ses constituants élémentaires. D’après la partie droite de la figure 3.9), les amas de taille s ≃ 20, qui sont les moins stables, émettent environ 2 particules à basse densité et basse température (le point à la densité ρ = 0.05) et 4 sur la ligne de percolation (les points aux densités ρ = 0.5 et 0.6).

En résumé, les amas de Hill, bien que construits lien par lien avec un critère de stabilité énergétique locale, vérifient les critères de stabilité globale à suffisamment basse température et notamment le long de la ligne de percolation pour des températures inférieures à 1.8 environ.

3.3.4 Bilan d’énergie le long de la ligne de percolation

Pour terminer cette partie consacrée aux propriétés énergétiques des amas de Hill, nous allons revenir sur la conservation de l’énergie, le long de la ligne de percolation, que nous avons évoquée au chapitre 2.

L’énergie totale E du système constitué d’une partition d’amas s’écrit^9 : E = ∑ C 1 2 mN_C V^2_C + ∑ C U_C + ∑ C,C^′ V_{int}(C, C^′) (3.2) où ∑ C est une somme sur tous les amas du système, N_C , U_C et V_C sont respectivement le nombre de particules, l’énergie interne et la vitesse du centre de masse de l’amas C. L’énergie d’interaction entre deux amas C et C^′ est : V_{int}(C, C^′) = 1 2 ∑ i∈C ∑ j∈C^′ u(r_{ij}) Sur la figure 3.10, les trois termes de l’équation (3.2) sont représentés en fonction de la température pour différents points de la ligne de percolation.

Le long de la ligne de percolation, l’énergie interne des amas varie très peu alors que l’énergie cinétique des centres de masse des amas compense l’énergie d’interaction entre amas. L’origine de cette invariance n’est pas comprise.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté des définitions d’amas basées sur le formalisme du gaz parfait d’amas. Nous allons voir à présent quelle est l’importance de l’énergie d’interaction entre les amas de Hill. L’énergie potentielle totale Ep du système peut se décomposer en un terme d’énergie potentielle interne et un terme d’énergie d’interaction : Ep = ∑ C ∑ i<j∈C u(r_{ij}) + ∑ C,C^′ V_{int}(C, C^′) 9Cette expression est valable quelque soit la définition des amas choisie.

Fig. 3.10 – Energies (par particule) le long de la ligne de percolation en fonction de la

température : énergie totale du système E/N (+), énergie interne des amas (×), énergie cinétique des centres de masse des amas (•) et énergie d’interaction entre amas (∘).

Fig. 3.11 – Energies potentielles (par particule) le long de la ligne de percolation en

fonction de la température : l’énergie potentielle totale du système (+), l’énergie potentielle interne des amas (×), et l’énergie potentielle d’interaction entre amas (∘).

Comme on le constate sur la figure 3.11, l’énergie potentielle interne est pratiquement conservée le long de la ligne de percolation. Ce résultat était prévisible puisque l’étude du rayon de giration nous a montré que la structure des amas restait inchangée sur la ligne de percolation. La contribution des interactions à l’énergie potentielle totale varie de 70% à 80% lorsque la température passe de T = 1.35 (ρ = 0.35) à T = 2.25 (ρ = 0.8). Nous avons trouvé par ailleurs le même poids relatif des interactions sur la courbe de coexistence liquide-gaz de ρ = 0.05 à ρ = 0.3. Finalement, les figures 3.10 et 3.11 montrent que l’énergie d’interaction entre les amas est élevée par rapport aux autres énergies qui caractérisent le système. Même à faible densité (ρ = 0.05) les amas de Hill ne peuvent pas être considérés comme un gaz parfait d’amas.

Il nous semble intéressant de signaler que les distributions en taille des amas de Hill peuvent être ajustées par une fonction de s qui a la même forme que celle proposée par M.E. Fisher (cf chapitre 1). Il n’y a, par contre, aucune raison pour que l’énergie libre des amas soit liée à la distribution en taille par −βF_s = ln n_s − s ln z comme c’est le cas dans le formalisme du gaz parfait d’amas.

3.4 Durée de vie des amas

D’après les résultats de la section 3.3, si chaque amas défini à un instant donné était isolé, on pourrait prévoir son évolution : des monomères dont l’énergie de libération est positive seraient émis mais les autres particules resteraient liées au cours du temps. La durée de vie des dimères de Hill serait même infinie. Toutefois les amas ne sont pas isolés et la partition des particules est modifiée en fonction du temps par les interactions importantes entre les amas. Dans un premier temps, nous présenterons une évaluation de la durée de vie des amas de Hill dans le fluide. C’est une information essentielle si l’on cherche à mettre en évidence expérimentalement ces structures. Une expérience numérique sera ensuite proposée afin d’étudier l’évolution des amas lorsqu’on les extrait du fluide pour les isoler dans le vide.

Afin de gagner du temps de calcul et de l’espace mémoire pour étudier les grandeurs physiques sur des temps suffisamment longs, le système considéré ici (en Dynamique Moléculaire) est constitué de N = 1000 particules. Les résultats sont présentés en fonction du temps exprimé en unité t_0 = √_{mσ2} 48ϵ qui dépend du fluide étudié (cf annexe F). Dans le cas de l’argon par exemple, t_0 = 3.10^{−13}s. L’origine des temps a été choisie une fois le système thermalisé.

Le but de cette étude étant davantage de donner des ordres de grandeurs que de se livrer à une étude exhaustive du fluide, nous avons concentré notre attention sur deux points du diagramme de phase, l’un à basse densité noté B et l’autre à haute densité noté H. La localisation de ces points dans le diagramme de phase est donnée dans le tableau 3.1 et les distributions en taille des amas correspondantes sont représentées sur la figure 3.12. Le point H a été choisi sur la ligne de percolation à la densité ρ = 0.5, mais ce n’est pas essentiel dans ce qui suit^{10}.

Fig. 3.12 – Distribution en taille des amas en B et en H pour un système de N = 1000

particules. La distribution en taille en loi de puissance indique que le point H appartient à la ligne de percolation.

ρ T D [σ^2/t_0] τ_0 [t_0] H 0.50 1.6 0.06 1 B 0.05 1.2 0.37 12

Tab. 3.1 – La densité, la température, le coefficient de diffusion D et le temps caractéristique τ_0 correspondant aux points B et H du diagramme de phase. Dans le diagramme de phase de la figure 2.2, le point H est confondu avec le point (a) et le point B est pratiquement sur l’axe ρ = 0 compte tenu de l’échelle de la densité sur cette figure.

Avant d’aborder la question de la durée de vie des amas, il convient de préciser le temps caractéristique du mouvement des particules en ces deux points du diagramme de phase.

10On remarque que la ligne de percolation passe par le même point du diagramme de phase dans le système de taille N = 10648 que dans celui de N = 1000 particules. Ce résultat suggère qu’en ce qui concerne la position de la ligne, la limite thermodynamique est atteinte.

Fig. 3.13 – < v_x(0)v_x(t) > en fonction du temps (t_0) pour les deux points B et H du

diagramme de phase.

La fonction d’autocorrélation des vitesses < v_x(0)v_x(t) >, où la moyenne est effectuée sur toutes les particules du fluide à l’instant t, va nous permettre d’évaluer un temps caractéristique τ_0 du mouvement des particules. Pour les temps courts, cette fonction décroit exponentiellement avec une constante de temps que l’on peut identifier à τ_0 (cf figure 3.13), puis elle oscille autour de zéro. On trouve τ_0 = 12 ± 1t_0 en B et τ_0 = 1.0 ± 0.1t_0 en H. Dans le cas de l’argon, τ_0 = 3.6 × 10^{−12}s en B et τ_0 = 3.0 × 10^{−13}s en H.

Bien que ce qui suit ne soit pas essentiel à la suite de ce chapitre, nous proposons à présent une évaluation du coefficient de diffusion du fluide supercritique. Une méthode pour calculer le coefficient de diffusion consiste à déterminer la distance moyenne < r^2(t) > qui sépare la position d’une particule à l’instant t de sa position à t = 0. Comme on le constate sur la figure 3.14, < r^2(t) > présente une variation linéaire propre au mouvement brownien [85] : < r^2(t) >= 6Dt

Fig. 3.14 – < r^2(t) > en fonction du temps (t_0) pour les deux points B et H du

diagramme de phase.

D’après la figure 3.14, les valeurs des coefficients de diffusion sont D ≃ 0.37 en B et D ≃ 0.06 en H (en unité^{σ2}_{t0} ). Dans le cas de l’argon, ces valeurs deviennent 1.4 × 10^{−3}cm^2/s en B et 2.3 × 10^{−4}cm^2/s en H. L’ordre de grandeur de ces coefficients de diffusion est caractéristique des fluides supercritiques [86]. A titre de comparaison, D est de l’ordre de 10^{−1}cm^2/s dans un gaz à température ambiante et de 10^{−5}cm^2/s dans un liquide.

3.4.1 Dans le fluide

Puisque les amas de Hill sont définis par un ensemble de liens entre particules, une première façon d’estimer la durée de vie des amas est d’étudier la fonction d’autocorrélation des liens :

P_l(t) =< n_l(0)n_l(t) > / < n_l(0)n_l(0) >

où n_l(t) = 1 si le lien l existe à l’instant t et 0 dans le cas contraire. La moyenne est calculée sur tous les liens entre particules à un instant donné. Cette fonction est donc la probabilité qu’un lien existe à t = 0 le soit à l’instant t.

D’après la figure 3.15, la probabilité P_l(t) décroit exponentiellement pour les temps courts, quelque soit le point du diagramme de phase considéré. La mesure de la constante de temps correspondante τ_l permet d’évaluer la durée de vie moyenne des liens. De B en H, celle-ci varie d’un facteur 10 passant de 5.2t_0 à 0.5t_0. En ces deux points, on note que τ_l ≃ τ_0/2.

Fig. 3.15 – Probabilité qu’un lien présent à t = 0 le soit à l’instant t (en unité t_0) pour

les amas de Hill (trait plein) et les amas géométriques (en tirets) aux points B (à gauche) et H (à droite). Les échelles de temps sont différentes dans les deux cas.

Fig. 3.16 – Probabilité qu’une particule reste dans un dimère en fonction du temps pour

les amas de Hill (trait plein) et les amas géométriques (en tirets) aux points B (à gauche) et H (à droite). Les échelles de temps sont différentes dans les deux cas.

Afin d’estimer le rôle des corrélations des vitesses dans la définition des amas, nous avons également étudié la durée de vie des amas géométriques. En chacun des points B et H, la distance de coupure b, en-dessous de laquelle deux particules sont liées, est choisie de façon à obtenir pratiquement la même distribution en taille que celle des amas de Hill. Rappelons que n_s est très sensible au choix de b à haute densité. Les distances de coupure choisies sont b = 1.15 en B et b = 1.12 en H. La durée de vie moyenne des liens géométriques passe de 0.8t_0 à 0.5t_0 de B en H. Cette faible dépendance en fonction de la densité ainsi que cet ordre de grandeur de la durée de vie des liens géométriques a déjà été signalé dans la référence [87]. On remarque qu’en H, la valeur de τ_l est la même pour les liens de Hill et les liens géométriques, ce qui suggère que le rôle des vitesses devient négligeable à haute densité en ce qui concerne la durée de vie des amas.

Les autres quantités, caractérisant les amas et dont nous avons étudiée l’évolution, varient quantitativement de la même façon que la probabilité P_l(t) en fonction du temps. C’est, par exemple, le cas de la probabilité P_{dim}(t) qu’une particule appartenant à un dimère à t = 0 appartienne encore à un dimère (mais pas nécessairement le même) à l’instant t (cf figure 3.16).

Fig. 3.17 – Taille de l’amas de Hill qui contient une particule donnée en fonction du

temps au point B (à gauche) et H (à droite). Dans les deux cas, à t = 0 la particule appartient à un amas de taille 4. Contrairement aux échelles de taille, celles de temps sont les mêmes.

Pour illustrer l’évolution de la partition des amas, nous avons suivi en fonction du temps une particule donnée i du fluide et représenté sur la figure 3.17 la taille de l’amas de Hill qui la contient à l’instant t. Les changements de taille observés peuvent aussi bien être dus à un saut de la particule d’un amas à un autre, qu’à une perte (ou un gain) de particules de l’amas qui contient i. Au point H, les pics signalent les brèves appartenances de la particule i à l’amas percolant.

3.4.2 Dans le vide

Dans le chapitre 4, nous discuterons des expériences visant à mettre en évidence les amas énergétiquement stables dans la phase supercritique. La principale difficulté est de trouver un moyen expérimental d’identifier les amas dans le fluide. Une façon de contourner ce problème est de laisser les amas sortir du récipient qui contient le fluide en perçant un trou suffisamment petit pour ne pas perturber l’équilibre thermodynamique. Pour le moment, nous proposons les résultats préliminaires d’une expérience numérique qui peut être considérée comme une idéalisation de cette expérience d’effusion (cf section 4.2).

Le système étudié par des calculs de Dynamique Moléculaire est constitué de N = 1000 particules confinées dans une boîte. Après avoir atteint l’équilibre thermodynamique, les amas, définis par le critère de Hill, sont prélevés dans le récipient et isolés les uns des autres. Chacun de ces ensembles de particules formant un amas à t = 0 évolue et éventuellement se fragmente en amas plus petits. Dans un premier temps, nous avons contrôlé que les dimères de Hill étaient bien stables^{11}. En ce qui concerne les amas de tailles s > 2, des résultats préliminaires indiquent une évolution dans le vide en deux étapes : des monomères et éventuellement quelques dimères sont émis dans un premier temps, puis les particules restantes continuent à former un amas jusqu’à la fin de la simulation, soit sur une durée de 10^4t_0.

11En revanche, les dimères définis par un critère de proximité dans la boîte se détruisent très rapidement après leur libération.

Chapitre 4

Mise en évidence expérimentale de la ligne de percolation des amas stables

4.1 Introduction

Les résultats présentés dans les chapitres précédents ont été obtenus dans le cadre d’un modèle réaliste de fluide simple. Le comportement de la distribution en taille au voisinage de la courbe de coexistence liquidegaz et les propriétés énergétiques des amas stables suggèrent fortement que ces amas sont des objets physiques. Dans ce chapitre, nous allons discuter de la possibilité de mettre en évidence expérimentalement la principale prédiction de cette thèse, c’est-à-dire l’existence d’une ligne de percolation d’amas énergétiquement stables dans la phase supercritique. Comme au chapitre 2, nous distinguerons les cas selon la taille du système considéré : dans une première partie, nous nous intéresserons au cas des systèmes macroscopiques ; nous envisagerons dans une seconde partie le cas des petits systèmes constitués d’au plus quelques dizaines ou centaines de particules, comme les noyaux et les agrégats atomiques.

4.2 Expériences dans des systèmes macroscopiques

La première question qui vient à l’esprit est : pourquoi cette ligne critique, qui apparaît si clairement dans les simulations numériques, n’a-t-elle jamais été observée expérimentalement dans un système de taille macroscopique ?

Il y a plusieurs raisons. D’abord, il est très difficile de trouver une méthode expérimentale pour observer directement les amas stables dans un fluide à haute densité. On peut penser aux techniques de diffusion de la lumière, de rayons X ou de neutrons, mais ces expériences donnent une information sur les fluctuations de densité du fluide qui ne sont pas nécessairement liées à l’existence d’amas stables. En effet, pour mettre en évidence des amas stables, il faudrait obtenir une information sur l’espace des phases entier et pas seulement sur l’espace de configuration. De plus, le temps d’observation doit être inférieur à la durée de vie des amas. Ensuite, en l’absence de prédiction théorique de l’existence de la ligne de percolation et qui plus est de sa localisation précise, il y avait très peu de chances de la mettre en évidence par hasard. Il faut en effet se rappeler qu’à la limite thermodynamique les signaux d’un comportement critique (thermodynamique et géométrique) ne se produisent que sur des domaines de températures et de densités extrêmement réduits.

S’il est délicat d’observer directement les amas stables interagissant dans le fluide, il est néanmoins possible d’envisager des expériences qui tentent de les mettre en évidence indirectement. De nombreuses expériences ont été effectuées sur le comportement critique des fluides binaires (qui appartiennent à la classe d’universalité du modèle d’Ising à 3 dimensions) [88]. Les fluctuations de concentration dans un mélange d’acide isobutyrique et d’eau ont ainsi été observées au voisinage du point critique (cf figure 4.1). La dimension fractale d’amas définis à partir des fluctuations de densité a été détérminée et vaut D_f = 2.8±0.1 [89]. Mais la relation entre ces amas et les amas stables n’est pas claire.

Fig. 4.1 – Photographie des fluctuations de concentration dans un fluide binaire d’acide

isobutyrique et d’eau au voisinage du point critique (T − T_c = 1mK) [89].

La mobilité des ions H^+ dans le même mélange binaire a également été

4.2. EXPÉRIENCES DANS DES SYSTÈMES MACROSCOPIQUES 87

étudiée récemment à l’aide de mesures combinées de pH et de conductivité [90]. La décroissance rapide de la mobilité des ions observée pour T > T_c lorsque la concentration critique est atteinte, a été associée à l’apparition d’une ligne de percolation d’amas dynamiques. Cependant, la position de cette ligne dans le diagramme de phase, parallèle à l’axe des températures et passant par le point critique, suggère davantage la formation d’amas géométriques dont la distance de coupure est telle que la ligne passe par le point critique.

Effusion d’un fluide à travers un orifice microscopique

L’expérience qui nous semble la plus apte à mettre en évidence la ligne de percolation est basée sur l’effusion d’un fluide à travers un orifice microscopique [91]. Ce type d’expérience a été utilisé dès la fin du XIX^{eme} siècle pour mesurer la distribution des vitesses des particules d’un fluide à très basse densité contenu dans un récipient. Si le diamètre de l’orifice est petit par rapport au libre parcours moyen des amas et si l’épaisseur de la paroi est faible comparée à leurs tailles, alors des amas stables s’échappent “un à un”.

Une première méthode consiste à mesurer la diminution de la pression dans le récipient, due à la perte de matière au cours de l’effusion, en fonction du temps. Considérons, pour simplifier le problème, un gaz parfait d’amas. Le nombre d’amas de taille s qui s’échappent du récipient de volume V par unité de temps à travers l’orifice de surface A est^A_4 n_sv̄_s, où v̄_s = √_{8kT} πsm est la vitesse moyenne des amas de taille s et de masse sm et n_s la distribution en taille des amas. Nous avons montré que la pression P du fluide décroît en fonction du temps comme : P (t) = kT ∞∑ s=1 n_se^{− A4V} √_{8kTπm t√s}

Selon que la distribution en taille dans la boîte est exponentiellement décroissante ou en loi de puissance, la courbe représentant la pression en fonction du temps sera différente.

Une seconde expérience, plus sophistiquée que la précédente, permet de mesurer la distribution en taille des amas connaissant les distributions des vitesses de leur centre de masse. A la sortie du récipient, la direction de la vitesse des amas est sélectionnée par un collimateur et les amas se déposent sur la paroi intérieure d’un cylindre percé de rayon R, en rotation à la vitesse ω (cf figure 4.2). Selon sa vitesse, un amas met plus ou moins de temps pour traverser le cylindre et atteint un point différent de la paroi repéré par l’angle θ.

Fig. 4.2 – Montage schématique d’une expérience d’effusion.

En supposant que les vitesses des centres de masse des amas soient distribuées sur des gaussiennes caractérisées par la même température^1 T , le nombre d’amas N(s, θ)dθ de taille s déposés par unité de temps sur la paroi du cylindre à un angle compris entre θ et θ + dθ est donné par : N(s, θ)dθ = Cn_s( s kT )^{32} ω^4 θ^5 e^{− smR2ω2}kT θ^2 dθ où C est un coefficient qui ne dépend que de la géométrie du problème (et de la masse m des particules). Pour un angle θ donné, l’épaisseur I_θ du dépôt sur la paroi du cylindre est proportionnelle à la masse des amas déposés : I_θdθ ∝ m ∞∑ s=1 sN(s, θ)dθ = Cm ω^4 θ^5 dθ ∞∑ s=1 ( 1 kT )^{32} s^{52} n_se^{− smR2ω2}kT θ^2

La distribution en taille se déduit de I_θ à l’aide d’une transformée de Laplace inverse. Cette expérience permettrait donc de localiser le passage de la ligne de percolation.

Des expériences d’effusion de fluides alcalins^2 à très basse densité ont montré la présence inattendue d’amas stables (dimères et trimères) [92], mais la région de la ligne de percolation n’a pas été explorée.

1En réalité, pour les amas de petites tailles, les distributions des vitesses ne sont pas tout à fait gaussiennes et les températures T^{cm}(s) associées au mouvement du centre de masse des amas varient avec leur taille, comme on l’a montré au chapitre 3. Néanmoins, le principe du calcul reste le même.

2Les fluides alcalins ne peuvent pas être modélisés par un potentiel à deux corps comme les fluides simples, à cause de la délocalisation des électrons de valence.

4.3 Expériences et simulations dans de petits systèmes

Une gouttelette microscopique de fluide peut se désintégrer en amas énergétiquement stables, sous l’effet d’un apport soudain d’énergie. C’est le cas, par exemple, du choc avec un projectile. Le scénario d’un tel processus est le suivant : après l’impact, la gouttelette est excitée (thermalisée ?) et subit une phase d’expansion. A une certaine densité, dite de “freezout”, les amas cessent d’interagir par la force à courte portée et la distribution en taille ne varie pratiquement plus jusqu’à la fin du processus^3. Ce type d’expérience est réalisée couramment à l’aide de collisions entre noyaux ou agrégats atomiques. Nous montrerons que la fragmentation de ces systèmes de petites tailles, que l’on peut modéliser par un fluide simple, offre un moyen indirect de mettre en évidence l’existence de la ligne de percolation. La question qui se pose naturellement est de savoir si les fragments que l’on observe dans les détecteurs à l’issue du processus de fragmentation pré-existent sous la forme d’amas stables interagissant au sein du fluide. Dans un premier temps, nous étudierons cette question à l’aide d’une simulation numérique de l’expansion d’une gouttelette de fluide. Nous présenterons ensuite une analyse d’expérience de fragmentation de noyaux d’or.

4.3.1 Simulation numérique de l’expansion d’une gouttelette

Le terme de gouttelette représente ici un petit ensemble de particules confinées dans un volume et ne doit pas être confondu avec la notion d’amas. En simulant, par des calculs de Dynamique Moléculaire, des collisions centrales d’agrégats de type Lennard-Jones, V.R. Pandharipande et al. [93]. ont montré (en étudiant les distributions des vitesses des fragments et leurs distributions en taille) qu’il était possible de décrire ces processus comme la fragmentation d’un unique système à l’équilibre, de masse égale à la masse totale des deux agrégats et d’énergie égale à celle calculée dans le centre de masse de la collision. Tout récemment, V.N. Kondratyev et al. [94] ont montré, également par des simulations numériques, que dans certaines conditions thermodynamiques, la distribution en taille des fragments issus de l’expansion d’une gouttelette de fluide simple était en loi de puissance. Dans ces travaux, les fragments sont définis comme des amas géométriques avec une distance de coupure choisie arbitrairement. Lorsque les fragments sont

3Dans le cas d’un système constitué de charges de même signe, les fragments sont, de plus, accélérés par la répulsion coulombienne.

suffisamment éloignés les uns des autres, à la fin de l’expansion, leurs tailles et leurs propriétés ne dépendent pas du choix de la définition des amas et on retrouve l’équivalence entre les amas géométriques et les amas stables observée à très faible densité. Ce n’est pas le cas au début de l’expansion où les propriétés des amas géométriques sont très sensibles au choix de la distance de coupure. Pour s’affranchir de cette ambiguïté et suivre l’évolution des amas depuis le début de l’expansion, il est plus pertinent de définir les amas avec un critère énergétique (critère de Hill).

Fig. 4.3 – Représentation schématique (à 2d) de l’expansion d’une gouttelette de fluide :

en a) les particules sont contenues dans la boite et le système est thermalisé, en b) les parois de la boite ont été enlevées et en c) les fragments sont isolés les uns des autres.

A l’aide de calculs de Dynamique Moléculaire, nous avons ainsi étudié l’expansion d’un système de N = 216 particules contenues initialement dans une boîte cubique aux parois parfaitement réfléchissantes. Une fois le système thermalisé, on enlève les parois et on laisse le système évoluer : l’énergie cinétique (potentielle) moyenne diminue (augmente) puis se stabilise autour d’une certaine valeur (cf figure 4.4).

A partir de ce moment, la distribution en taille des fragments, définis comme des amas de Hill, n’évolue pratiquement plus. La figure 4.5 (figure de gauche) représente les distributions en taille des amas de Hill calculées dans la boîte et celles des fragments à la fin de l’expansion. La différence entre ces deux distributions peut s’expliquer ainsi : juste après l’ouverture de la boîte, les monomères les plus rapides qui sont en surface s’échappent. L’augmentation (en valeur algébrique) de l’énergie potentielle moyenne du système implique alors une diminution de l’énergie cinétique moyenne et le reste du système se “refroidit” (détente de type Joule-Thomson). Ce changement des conditions thermodynamiques entraîne alors une réorganisation de la partition des particules en amas et la distribution en taille des fragments semble provenir d’un système à une densité et une température plus faibles que celles de la boîte à l’origine. Plus l’énergie du système est élevée, plus

Fig. 4.4 – Energies (par particule) au cours de l’expansion d’un système de N = 216

particules initialement à ρ = 0.9 et T = 2.2 : énergie totale du système (+), énergie cinétique (∘) et énergie potentielle (•). Le temps est donné en unité t_0 (cf annexe F). L’instant de l’ouverture de la boîte est indiqué par la flèche.

l’expansion est rapide et les distributions en taille des amas de Hill, calculées dans la boîte, coïncident avec celles des fragments à la fin de l’expansion.

Comme le montre la figure 4.5 (figure de droite), il existe une température dans la boîte, supérieure à la température correspondant à la ligne de percolation, qui permet d’obtenir une distribution en taille des fragments en loi de puissance à la fin de l’expansion. D’autre part, les propriétés énergétiques des fragments présentent les mêmes comportements que ceux des amas de Hill dans la boîte (cf chapitre 3). En particulier, la température effective interne T^∗ des fragments tend vers une valeur limite, inférieure à celle des amas de Hill dans la boîte à cause du refroidissement du système. Ces résultats suggèrent que les amas de Hill se comportent comme les précurseurs des fragments obtenus à l’issue d’un processus de fragmentation.

4.3.2 Analyse d’une expérience de fragmentation de noyaux d’or

Nous proposons dans la suite de ce chapitre l’analyse d’une expérience de fragmentation de noyaux atomiques d’or. Dans un premier temps, voyons dans quelle mesure la matière nucléaire peut être modélisée par un fluide

Fig. 4.5 – Distributions en taille des amas de Hill calculées dans la boîte en ρ = 0.90 et

T = 2.4 (trait plein) et à la fin de l’expansion (traits pointillés) en partant d’un système équilibré de N = 216 particules à la même densité et à la même température (à gauche) et à T = 2.7 (à droite). La distribution en taille calculée dans la boîte (trait plein) est (quasiment) en loi de puissance avec un exposant τ ≃ 2.4 (cf section 2.6).

simple.

La matière nucléaire est un système idéal, constitué d’un nombre infini de protons et neutrons qui interagissent uniquement par les forces nucléaires. En première approximation, un noyau atomique est un petit morceau de cette matière^4. L’interaction nucléaire peut être modélisée par un potentiel à deux corps avec une attraction à courte portée et un cœur dur répulsif. Par ailleurs, les effets quantiques sont négligeables aux températures supérieures à la température critique. Une estimation des effets quantiques peut être obtenue en utilisant une interaction effective entre nucléons (force de Skyrme) dans une approche de type champ moyen [95]. Un développement de l’équation d’état à haute température donne :

P = ρT (1 + ρλ^3 16 √ 2 + . . .) + aρ^2 + bρ^3 (4.1)

où les coefficients a et b ne dépendent que des paramètres de l’interaction effective. On remarque que l’équation d’état (4.1) ressemble à celle de Van der Waals. Le terme qui dépend de la longueur d’onde thermique λ est la correction quantique à la pression ρT d’un gaz parfait classique. Au voisinage

4Dans un noyau, l’énergie d’interaction coulombienne entre les protons représente en effet moins de 15% de l’énergie potentielle nucléaire.

du point critique, ce terme (≃ 0.12) est petit. Aux températures supercritiques, les effets quantiques peuvent donc être négligés et la matière nucléaire se comporte comme un fluide simple classique.

Une question se pose alors [96] : est-ce que les phases et transitions présentes dans les fluides simples peuvent être observées dans un noyau atomique ? Depuis plus de vingt ans, les physiciens nucléaires recherchent un signal mettant en évidence les réminiscences d’une transition de phase dans un petit système comme le noyau. Et cette question reste aujourd’hui d’actualité. Une observation directe d’un tel signal est très difficile. D’abord parce qu’il est impossible de préparer de la matière nucléaire à l’équilibre, à une température et une densité données. La mesure même des quantités thermodynamiques dans un tel système peut être remise en question. Ensuite, parce que l’analyse d’une expérience de fragmentation d’un système de petite taille est particulièrement délicate à cause des effets de surface et de taille finie qui amoindrissent les signaux critiques (cf fin du chapitre 2). En laboratoire, un noyau est excité en y déposant de l’énergie par collision avec d’autres noyaux et seules les charges et vitesses des fragments issus de cette fragmentation peuvent être mesurées. Connaissant expérimentalement la distribution en taille des fragments, il serait donc très intéressant de pouvoir en déduire les propriétés thermodynamiques du noyau atomique^5.

L’interprétation morphologique des transitions de phase d’un fluide simple, que nous proposons dans cette thèse, est donc particulièrement bien adaptée pour étudier ce problème de physique nucléaire. Nous avons montré dans le chapitre 2 que les distributions en taille des amas énergétiquement stables étaient de la même forme que celles obtenues à partir d’un processus de percolation sur réseau. Nous proposons donc, dans l’article qui suit (page 95 à page 100), l’analyse d’une expérience de fragmentation de noyaux d’or, à l’aide d’un simple modèle de percolation de liens sur réseau sans paramètre libre : en faisant varier le paramètre de contrôle, qui caractérise la violence de la collision, on constate que le système présente un comportement géométrique qui peut être interprété comme la traversée de la ligne de percolation.

Il peut sembler surprenant d’utiliser des noyaux atomiques comme exemple de systèmes se comportant comme un fluide simple. La raison principale est qu’il est plus facile expérimentalement de détecter des fragments chargés que des neutres. Les expériences de fragmentation en physique nucléaire permettent ainsi une analyse exclusive, événement par événement, ce qui n’est pas le cas dans d’autres domaines de la physique.

5Lorsque pour la première fois des distributions en taille des fragments en loi de puissance ont été mesurées, en 1982, le groupe de l’Université de Purdue [97] a eu l’idée d’appliquer la théorie de Fisher pour interpréter cette observation comme la signature du point critique thermodynamique.

Tout récemment, les premières expériences exclusives de fragmentation d’agrégats atomiques d’hydrogène ont néanmoins mis en évidence un comportement de type percolation dans ces systèmes a priori très différents d’un noyau atomique [98, 99]. Mais, dans ces travaux, la comparaison des données avec un système de percolation de taille largement supérieure à celle des agrégats (125 au lieu de 25) ne permet pas de conclure clairement.

D’après les résultats présentés dans le chapitre 2, l’observation d’une certaine distribution en taille correspond à une énergie donnée, mais ne permet pas de localiser l’état thermodynamique du système dans le diagramme de phase. Avec cette seule information, il n’est donc pas possible de déterminer le diagramme de phase du noyau et d’en déduire la localisation de la ligne de percolation. En particulier, l’observation d’une distribution en loi de puissance n’est pas nécessairement une manifestation du point critique thermodynamique.

4.3. EXPÉRIENCES ET SIMULATIONS DANS DE PETITS SYSTÈMES 95

96 CHAPITRE 4. MISE EN ÉVIDENCE EXPÉRIMENTALE

4.3. EXPÉRIENCES ET SIMULATIONS DANS DE PETITS SYSTÈMES 97

98 CHAPITRE 4. MISE EN ÉVIDENCE EXPÉRIMENTALE

4.3. EXPÉRIENCES ET SIMULATIONS DANS DE PETITS SYSTÈMES 99

100 CHAPITRE 4. MISE EN ÉVIDENCE EXPÉRIMENTALE

Résumé et perspectives

L’objet principal de cette thèse est la description morphologique de la phase supercritique d’un fluide simple en termes d’amas définis par un critère de stabilité énergétique. Dans ce but, nous avons étudié, à l’aide de simulations numériques de type Dynamique Moléculaire et Monte-Carlo, un système constitué de particules interagissant par un potentiel de Lennard-Jones. Ce modèle de fluide réaliste peut être considéré comme générique des fluides simples. Nos principaux résultats sont les suivants :

– Les amas engendrent une ligne critique de percolation caractérisée par les exposants de la percolation aléatoire à trois dimensions. Cette ligne, qui part (aux incertitudes numériques près) du point critique thermodynamique, sépare la région supercritique du diagramme de phase en deux régions : l’une à basse température et haute densité où il y a un amas percolant, l’autre à haute température et basse densité dans laquelle ne subsistent que des amas de petites tailles. Le long de la ligne de percolation, l’énergie totale du fluide est pratiquement constante.

– Au passage de la courbe de coexistence liquide-gaz, pour des densités inférieures à la densité critique, la distribution en taille des amas change brusquement de forme, signalant la formation d’un amas macroscopique dans la région biphasique. Cette manifestation géométrique de la condensation renforce l’idée que ces amas sont des objets physiques. Par ailleurs, la température effective des amas est inférieure à celle du fluide.

– Le cas des systèmes de petites tailles a été considéré afin de discuter des expériences de fragmentation de noyaux et agrégats atomiques. Bien que les comportements critiques soient atténués, les propriétés des amas -et notamment l’existence de la ligne de percolation- restent valables dans ces petits systèmes. Nous avons également montré que le long des lignes iso-énergétiques de la phase supercritique, la distribution en taille des amas était invariante, généralisant ainsi le cas particulier de la ligne de percolation.

– La simulation de l’expansion d’une gouttelette de fluide a montré que les amas définis initialement dans le milieu dense sont les précurseurs des fragments qui résultent du processus de fragmentation.

Certaines questions restent ouvertes. En particulier, nous ne comprenons pas la compensation subtile des termes d’énergie d’interaction et d’énergie cinétique des amas, compensation qui assure la constance de l’énergie le long de la ligne de percolation. Par ailleurs, il reste à étudier plus précisément le voisinage du point critique thermodynamique et à comprendre quel est le lien entre les amas et les fluctuations de densité. En dehors du point critique, les quantités thermodynamiques (à l’équilibre) varient continûment et de façon monotone en traversant la ligne de percolation. Il serait intéressant d’étudier le comportement des propriétés dynamiques, comme la viscosité du fluide qui pourrait augmenter brusquement lors de la formation de l’amas percolant.

Au-delà de leurs rôles opératoires pour décrire les transitions de phase liquide-gaz et la fragmentation de gouttelettes de fluide, les propriétés des amas nous conduisent naturellement à suggérer des expériences pour les mettre en évidence. Dans le chapitre 4, nous avons montré comment la fragmentation d’un noyau atomique pouvait être exploitée pour mettre en évidence la ligne de percolation. Une étape supplémentaire serait franchie si dans l’avenir, l’analyse d’expériences de fragmentation d’agrégats d’argon, ou d’un autre gaz noble, constitués de quelques milliers d’atomes, présentait le même comportement de type percolation. Les fluides binaires et les systèmes colloïdaux, qui font déjà l’objet de nombreuses expériences, pourraient eux aussi permettre de mettre en évidence les amas dans des systèmes macroscopiques. Un autre moyen d’observer les manifestations liées à la ligne de percolation serait de réaliser les expériences d’effusion que nous proposons.

Les amas que nous avons étudiés peuvent également apporter un éclairage nouveau à la compréhension théorique des propriétés de solubilité des fluides supercritiques. Un fluide supercritique est à la fois peu visqueux comme un gaz, facilitant ainsi la diffusion du soluté, et dense comme un liquide ce qui favorise sa dissolution. De plus, la compressibilité élevée, en particulier au voisinage du point critique, permet à l’aide de faibles variations de pression de couvrir une large gamme de densités et de sélectionner la solubilité du fluide supercritique en fonction du soluté que l’on souhaite extraire d’un mélange [86]. Grâce à ces propriétés, les fluides supercritiques sont de plus en plus utilisés dans l’industrie à la place des solvants organiques [100]. Pourtant, la compréhension de leurs propriétés physico-chimiques n’est que qualitative [101]. Les propriétés de solubilité pourraient être mieux comprises en interprétant ces processus par la formation d’amas de solvant autour de molécules de soluté [102].

Depuis les travaux fondateurs de J.E. Mayer en 1937, plusieurs définitions d’amas ont été proposées pour comprendre le comportement morphologique d’un fluide, notamment lorsqu’il subit une transition de phase liquide-gaz. Ces amas sont des outils performants pour déterminer les propriétés thermodynamiques d’un fluide mais ils n’ont pas d’interprétation physique évidente. Notre démarche a été différente. En partant d’une définition “raisonnable” d’amas physiques dans un milieu dense, nous avons à la fois retrouvé les manifestations morphologiques associées aux transitions de phase liquide-gaz et prédit l’existence d’une ligne de percolation dans la phase supercritique d’un fluide.

Annexe A

Percolation

Un modèle de percolation est constitué par un ensemble de sites et par une règle de connexion définissant des liens entre paires de sites [26]. Un site est occupé avec une probabilité q et vide sinon ; un lien entre deux sites est présent avec une probabilité p et coupé avec une probabilité 1 − p. Selon que p = 1, q = 1 ou que p et q sont différents de 1, on parle respectivement de percolation de sites, de liens ou de sites-liens.

Un ensemble de sites occupés connectés entre eux par des liens forme un amas d’une certaine taille s. Pour une valeur donnée de p et q, il y a un nombre moyen d’amas de taille s donnée, n_s. Nous allons à présent décrire le cas particulier de la percolation de liens dans un réseau infini (la percolation de sites présente en effet le même comportement).

Fig. A.1 – Percolation de liens sur un réseau carré : p < p_c (à gauche), p = p_c (au

milieu) et p > p_c (à droite).

Lorsque p est proche de zéro, la plupart des sites sont isolés ou forment de petits amas. A l’inverse, si p est proche de 1, pratiquement tous les sites appartiennent au même amas appelé “amas percolant”. Dans les systèmes de taille infinie, il existe un seuil de percolation à une valeur critique de la probabilité p_c, telle que pour p < p_c il n’y a pas d’amas percolant et pour p > p_c 105

106 ANNEXE A. PERCOLATION

Fig. A.2 – Distributions en taille schématiques des amas en échelle log-log pour p < p_c

(à gauche), p = p_c (au milieu) et p > p_c (à droite).

il y a un amas percolant (infini). Le passage du seuil de percolation est accompagné d’un comportement critique des grandeurs géométriques associées à la distribution en taille des amas :

– La fraction moyenne de sites appartenant à l’amas le plus grand P_{max}, est le paramètre d’ordre de cette transition de phase géométrique et se comporte au voisinage du seuil de percolation comme : P_{max} ∼ (p − p_c)^β pour p ≥ p_c – La distribution en taille est en loi de puissance :

n_s(p) = s^{−τ} f[(p − p_c)s^σ] pour s → ∞

où f est une fonction d’échelle telle que f(0) = 1. Le moment d’ordre k de la distribution en taille n^′_s, obtenue en ôtant la contribution de l’amas de plus grande taille, s’exprime comme :

m_k = ∑ s s^kn^′_s ∼| p − p_c |^{(τ −1−k)/σ} En particulier, la taille moyenne des amas peut s’écrire : < S >∼ m_2 ∼| p − p_c |^{(τ −3)/σ} ∼| p − p_c |^{−γ} Les exposants critiques β, τ, σ et γ sont universels pour une dimension donnée de l’espace (cf tableau A.1).

La largeur au carré de la distribution en taille n^′_s peut être définie par :

σ^2 = m_2 m_0 − ( m_1 m_0

)^2

La taille moyenne des amas peut également être définie comme^1 : < S^∗ >= m_1 m_0

1En effet, cette grandeur peut être définie comme la taille moyenne de l’amas qui contient un site occupé choisi aléatoirement, on obtient alors < S >= m_2/m_1 ; ou bien comme la taille moyenne d’un amas choisi aléatoirement, on a alors < S^∗ >= m_1/m_0 [26].

On a donc : σ^2 < S^∗ >^2

= γ_2 − 1 où γ_2 = m_2m_0 m^2_1 Le rapport des moments γ_2 est une quantité sans dimension qui diverge au seuil de percolation comme m_2 [69].

Exposant Percolation Champ moyen Percolation 2d Percolation 3d β 1 0.139 0.41 γ 1 2.39 1.80 σ 0.5 0.39 0.45 τ 2.5 2.05 2.18

Tab. A.1 – Valeurs des exposants critiques de percolation [26].

Annexe B

Modèle de gaz sur réseau

Le modèle de gaz sur réseau est défini de la façon suivante : les A sites d’un réseau sont vides ou occupés par l’une des N particules. Les particules qui occupent des sites plus proches voisins interagissent avec une énergie −ϵ < 0. L’hamiltonien est donné par : H = A∑ i=1 n_i p^2 2m − ϵ ∑ <i,j> n_in_j où n_i est le nombre d’occupation du site i qui vaut 0 si le site est vide et 1 s’il est occupé par une particule. La conservation de la masse implique : N = A∑ i=1 n_i Cette conservation du nombre de particules est assurée en moyenne seulement en se plaçant dans l’ensemble Grand Canonique dans lequel le volume V (ie le nombre de sites), le potentiel chimique μ et la température T sont fixés.

• Correspondance avec le modèle d’Ising C.N. Yang et T.D. Lee [6] ont démontré que la fonction de partition dans l’ensemble canonique du modèle d’Ising était proportionnelle à la grande fonction de partition du modèle de gaz sur réseau. L’hamiltonien du modèle d’Ising est : H_I = −J ∑ <i,j> S_iS_j + B A∑ i=1 S_i où S_i = ±1. Les spins up (par exemple) sont identifiés aux sites occupés, et les spins down aux vides. Plus précisément, on fait le changement de variable 109

110 ANNEXE B. MODÈLE DE GAZ SUR RÉSEAU

suivant :

S_i = 2n_i − 1 (B.1)

On a donc en moyenne :

m = 2ρ − 1 (B.2)

où m est l’aimantation par site et ρ la densité. Ainsi, pour garder < N > constant, il faut garder < m > constant dans le modèle d’Ising à l’aide d’un champ magnétique B. La correspondance (à la limite thermodynamique) est finalement obtenue en écrivant : J = 1 4 ϵ B = qϵ 4 + μ 2 et H = H_I − qJ( A 2 + M) + BM où q est la coordinance du réseau (ie le nombre de plus proches voisins) et M = ∑_A i=1 S_i est l’aimantation.

Lorsque B tend vers zéro, le modèle d’Ising présente une transition de phase continue en T = T_c. En ce point, l’aimantation (spontanée) tend vers 0 comme (T_c −T )^β (pour T < T_c). Au voisinage de ce même point, la susceptibilité magnétique, la chaleur spécifique et la longueur de corrélation divergent en |T − T_c|^{−x}, où x s’écrit respectivement γ_T , α_T et ν_T (cf tableau B.1).

Exposant Champ moyen Ising 2d Ising 3d β_T 0.5 0.125 0.325 γ_T 1 1.75 1.24 α_T 0 0 0.12 ν_T 0.5 1 0.64 δ_T 3 15 4.8

Tab. B.1 – Valeurs des exposants critiques du modèle d’Ising [103].

Dans le langage du modèle de gaz sur réseau ces propriétés du modèle d’Ising se traduisent à l’aide des relations (B.1) et (B.2) : la divergence de la susceptibilité magnétique est proportionnelle à la compressibilité isotherme et correspond à la divergence des fluctuations de densité : χ = ∂M ∂B = N < m^2 > − < m >^2 T = 4N T (< ρ^2 > − < ρ >^2)

Pour B égale 0, on a μ = μ_c = −qϵ/2. Pour cette valeur critique du potentiel chimique, la densité peut être faible (m < 0) ou élevée (m > 0) et ces deux états sont à la même énergie d’Ising mais pas à la même énergie de gaz sur réseau. En conséquence, pour T < T_c, il existe une chaleur latente et donc une transition de phase du premier ordre (qui n’existe pas dans le modèle d’Ising). La phase de basse densité ρ_g correspond au gaz et celle de haute densité ρ_l au liquide. Le paramètre d’ordre m du modèle d’Ising devient donc ρ_l − ρ_g dans le cas du modèle de gaz sur réseau et s’annule au point critique.

Annexe C

Formalisme du gaz parfait d’amas

L’hypothèse du gaz parfait d’amas sert de base aux modèles de Frenkel et de Fisher. On considère un ensemble d’amas de toutes tailles sans interaction et dont on néglige les volumes propres. Les n_s amas indiscernables de taille s constituent une espèce de masse ms, de potentiel chimique μ_s et sont décrits par la fonction de partition q_s(T, V ). La condition d’équilibre chimique entre les amas de différentes tailles implique^1 :

μ_s = sμ pour s = 1, 2, . . . , N (C.1)

La fugacité z_s d’un amas de taille s est donc donnée par : z_s = e^{βμs} = e^{βμs} La fonction de partition du système pour une répartition ⃗N = {n_1, n_2, ..., n_N } des particules en amas s’écrit : Q_{⃗N} (T, V ) = N∏ s=1 1 n_s!

q^{ns}_s (C.2)

En tenant compte de la contrainte ∑_N s=1 sn_s = N qui assure la conservation du nombre de particules, la grande fonction de partition Ξ(z, T, V ) s’écrit en fonction de la fugacité z : Ξ(z, T, V ) = ∑ N≥0 ∑ ⃗N ∏ s z^{ns}_s Q_{⃗N} (T, V ) = ∑ N≥0 z ∑_N s=1 sn_s N∏ s=1 1 n_s! q^{ns}_s 1En effet, dans l’ensemble canonique à température et volume constant on a, dF = ∑ μ_sdn_s et ∑ sn_s = N donc ∑ sdn_s = 0. Et la minimisation de l’énergie libre par la méthode des multiplicateurs de Lagrange donne μ_s = sμ_1. 113

114 ANNEXE C. FORMALISME DU GAZ PARFAIT D’AMAS

= ∑ N≥0 N∏ s=1 z^{sns} N∏ s=1 1 n_s! q^{ns}_s = ∑ N≥0 N∏ s=1 1 n_s! (z^sq_s)^{ns}

Le produit sur les tailles peut être remplacé par une somme sur toutes les distributions en taille possibles et on obtient : Ξ(z, T, V ) = ∞∏ s=1 ∞∑ n_s=0 (z^sq_s)^{ns} n_s! = ∞∏ s=1 e^{qszs} = e ∑_∞ s=1 q_sz^s La grande fonction de partition Ξ(z, T, V ) permet de calculer le grand potentiel thermodynamique Ω = −kT ln Ξ(z, T, V ) où Ω = F − μN. Comme Ω = −P V (cf § 24 de la référence [104]), on en déduit la pression et la densité à la limite thermodynamique : P kT ≡ lim_{V →∞}( 1 V ln Ξ) = lim_{V →∞}( 1 V ∞∑ s=1 q_s(T, V )z^s) (C.3)

ρ ≡ lim_{V →∞}( z V ∂ ln Ξ ∂z ) = lim_{V →∞}( 1 V ∞∑ s=1 sq_s(T, V )z^s) (C.4)

Pour un volume suffisamment grand,^{qs(T,V )}_V devient indépendant de V . Dans le domaine de convergence des séries (C.3) et (C.4), on peut permuter la limite lorsque V → ∞ et la somme sur s. Les expressions de la pression et de la densité sont donc : P kT = ∞∑ s=1 q_s(T, V ) V z^s ρ = ∞∑ s=1 s q_s(T, V ) V z^s Il est pratique d’exprimer les grandeurs thermodynamiques en fonction de la série π(T, z) [10] : π(T, z) = ∞∑ s=1 q_s(T, V ) V z^s π^{(n)}(T, z) = (z ∂ ∂z )^{(n)}π(T, z) On en déduit les expressions de la pression, la densité, la compressibilité et la chaleur spécifique à volume constant : P kT = π(T, z) ρ = π^{(1)}(T, z)

χ_T = 1 ρ ∂ρ ∂P = 1 ρ ∂ρ ∂z ∂z ∂P = 1 kT ρ^2 π^{(2)}(T, z)

C_v = T ∂S ∂T V = −T ∂^2Ω ∂T^2 V,μ = kT^2V ∂^2π(T, z) ∂T^2 V,μ Calculons à présent la distribution en taille des amas. Le nombre moyen d’amas de taille s se déduit de la grande fonction de partition par :

n_s = z_s

∂ ln Ξ ∂z_s D’après l’équation (C.1) on a : n_s = q_se^{βμs} = q_se^{βμs} = q_sz^s Soit m_n le moment d’ordre n de la distribution en taille défini par :

m_n = ∞∑ s=1 s^nn_s Dans ce formalisme, les grandeurs thermodynamiques sont associées aux moments de la distribution en taille n_s. En effet,

π(T, z)^{(n)} = 1 V ∞∑ s=1 s^nq_sz^s = 1 V ∞∑ s=1 s^nn_s = m_n(T, z) V On a donc : P kT = m_0(T, z) V (C.5) ρ = m_1(T, z) V = N V (C.6) χ = m_2(T, z) kT V ρ^2 (C.7)

C_v = kT^2

∂^2m_0(T, z) ∂T^2 V,μ On peut également montrer la relation suivante^2 : P χ = m_0m_2 m^2_1

= γ_2

Remarquons que cette dernière relation n’est valable que dans la phase non percolante car les moments m_n incluent la taille de l’amas le plus grand S_{max}.

2Dans le cas d’un gaz parfait de particules : il n’y a que des monomères donc m_0 = m_1 = m_2 = N et χ =^1_P .

Annexe D

Formalisme et amas de Hill

Nous présentons dans cette annexe le formalisme introduit par T.L. Hill [59] en 1955. Cette méthode exacte et générale peut être appliquée à n’importe quelle définition d’amas et permet éventuellement de prendre en compte l’interaction entre les amas.

D.1 Formalisme

Dans l’ensemble grand canonique, la grande fonction de partition du fluide est donnée par : Ξ(z, V, T ) = ∑ N≥0 e^{βμN} Q_N (T, V ) = ∑ N≥0 z^N Q_N (T, V ) (D.1)

où μ est le potentiel chimique des particules, z la fugacité et Q_N (T, V ) la fonction de partition dans l’ensemble canonique (1.3).

L’auteur considère le fluide comme un ensemble d’amas à l’équilibre sans les définir explicitement dans un premier temps : on suppose simplement qu’ils existent. En affectant aux n_s amas de taille s un potentiel chimique μ_s et une fugacité z_s = e^{βμs} , on peut réécrire la grande fonction de partition [9] : Ξ({z_s}, V, T ) = ∑ N≥0 ∑ ⃗N e^{β(} ∑_N s=1 μ_sn_s))Q ⃗N (T, V ) = ∑ N≥0 ∑ ⃗N ( ∏ s z^{ns}_s )Q_{⃗N} (T, V ) (D.2)

où Q_{⃗N} (T, V ) est la fonction de partition^1 associée à une distribution en taille d’amas ⃗N = {n_1, n_2, . . . , n_N } et ∑_⃗ N est une somme sur toutes les partitions

1Dans le cas d’un gaz parfait d’amas on a vu que cette fonction de partition pouvait s’écrire comme le produit des fonctions de partition des amas (cf équation (C.2)). 117 de N telles que ∑_N s=1 s.n_s = N. La fonction de partition Q_{⃗N} , qui dépend de la définition d’amas choisie, est proportionnelle à la probabilité d’observer la distribution en taille ⃗N.

Les amas étant à l’équilibre, on a z_s = z^s_1 pour s = 1, 2, . . . , N. Les expressions (D.1) et (D.2) de la grande fonction de partition se rapportant au même système, elles sont égales. On en déduit que z = z_1 et :

Q_N (T, V ) = ∑ ⃗N Q_{⃗N} (T, V ) (D.3)

On recherche donc toutes les distributions en taille compatibles avec la conservation du nombre de particules. Par exemple, pour N = 1, 2, 3 et 4 :

Q_1 = Q_{1000...} Q_2 = Q_{2000...} + Q_{0100...} Q_3 = Q_{3000...} + Q_{1100...} + Q_{0010...} Q_4 = Q_{4000...} + Q_{2100...} + Q_{0200...} + Q_{1010...} + Q_{0001...}

où, par exemple, Q_{2100...} est la fonction de partition de quatre particules réparties en deux monomères et un dimère. C’est la définition des amas qui doit donner la manière de diviser l’espace des phases selon toutes les distributions en taille possibles pour un nombre de particules donné. Par exemple dans le cas N = 2, une région correspond à n_1 = 2 et n_2 = 0 et l’autre à n_1 = 0 et n_2 = 1.

La distribution en taille des amas considérés se déduit de la fonction de partition (D.2) par :

n_s = z_s

∂ ln Ξ ∂z_s (D.4)

Finalement, la distribution en taille peut s’écrire sous la forme d’un développement en série selon ρ dont les coefficients s’expriment à l’aide des fonctions Q_{⃗N} [59]. Les expressions obtenues jusqu’à présent sont très générales et ne dépendent de la définition des amas choisie qu’à travers les expressions des fonctions Q_{⃗N} .

D.2 Amas de Hill

En utilisant le critère de Hill (cf équation (1.22)), nous allons calculer en détail Q_{20} et Q_{01}, les fonctions de partition respectives de deux monomères et d’un dimère, puis montrer comment T.L Hill a généralisé le calcul en introduisant deux potentiels effectifs : l’un entre particules liées et l’autre entre particules non liées.

Exprimons la fonction de partition Q_2 de deux particules dans un volume V à la température T =^1_{kβ} :

Q_2 = 1 2h^6 ∫ e^{−βH} drdRdpdP (D.5) avec H = P^2 4m + p^2 m + u(r) où R et P sont respectivement la position et l’impulsion du centre de masse. Les quantités r et p caractérisent le mouvement relatif des deux particules. L’intégration sur P, p et R est immédiate, soit :

Q_2 = V 2λ^6 ∫ e^{−βu(r}dr Comme le dimère n’existe que si le critère (1.22) est vérifié, le calcul de Q_{01} pour les particules liées se déduit de celui de Q_2 en réduisant l’espace d’intégration dans l’expression (D.5) à :

u(r) < 0 et p^2 m < −u(r) (D.6)

Donc : Q_{01} = V √ 2 h^3λ^3 ∫ u(r)<0 e^{−βu(r)}dr ∫ p2 m <−u(r) e^{−β p2m} dp Multiplions et divisons par : ∫ e^{−β p2m} dp il reste : Q_{01} = V 2λ^6 ∫ u(r)<0 e^{−βu(r)}4πr^2F (r, β)dr (D.7) où F (r, β) = ∫ u(r)<0 e −β^{p2}_m dp ∫ e^{−β p2}m dp = Γ[^3_2 , −βu(r)]

Γ(^3_2 ) Γ[n, x] est la fonction Γ incomplète définie par : Γ[n, x] = ∫_x 0 e^{−t}t^{n−1}dt.

F (r, β) est la probabilité pour que deux particules séparées par une distance r soient liées au sens du critère (D.6). La fonction de partition des deux monomères Q_{20} est calculée de la même façon à partir de l’intégrale (D.5) avec la restriction : u(r) > 0 ou u(r) < 0 et^{p2}_m < −u(r)

La fonction Q_{20} s’écrit donc comme la somme d’un premier terme qui résulte d’une intégration sur toutes les valeurs possibles des impulsions et d’un second terme qui dépend de la fonction F (r, β) :

Q_{20} = V 2λ^6 { ∫ u(r)>0 e^{−βu(r)}4πr^2dr + ∫ u(r)<0 e^{−βu(r)}4πr^2[1 − F (r, β)]dr} (D.8) Sous cette forme, les équations (D.7) et (D.8) ne sont pas pratiques à manipuler. Il est donc intéressant d’introduire des potentiels effectifs pour réécrire ces expressions.

– Soit u^‡ le potentiel effectif entre particules liées d’après (D.7) :

u^‡(r) = +∞ u(r) > 0 u(r) − kT ln F (r, β) u(r) ≤ 0 (D.9)

– Soit u^∗ le potentiel effectif entre particules non liées d’après (D.8) :

u^∗(r) = u(r) u(r) > 0 u(r) − kT ln[1 − F (r, β)] u(r) ≤ 0 (D.10)

En utilisant ces potentiels effectifs, on obtient finalement :

Q_{01} = V 2λ^6 ∫ V e^{−βu‡(r)}4πr^2dr (D.11) Q_{20} = V 2λ^6 ∫ V e^{−βu∗(r)}4πr^2dr (D.12) ce qui justifie le terme de potentiel effectif. D’après (D.9) et (D.10), on a : e^{−βu(r)} = e^{−βu‡(r)} + e^{−βu∗(r)} (D.13)

Ceci permet de donner une méthode générale pour construire les amas et calculer les fonctions Q_{⃗N} : en remplaçant e^{−βu(rij )} pour chaque couple (i, j) de particules par la relation (D.13) dans la fonction de partition (1.3), on obtient la décomposition (D.3) et les expressions des Q_{⃗N} . Pour N = 2, on retrouve immédiatement Q_{01} (D.11) et Q_{20} (D.12) que l’on représente de façon diagrammatique par :

Q_{20} = Q_{01} =

où un trait plein représente une interaction effective u^‡ entre particules liées, et un trait en pointillés une interaction effective u^∗ entre particules non liées. Les amas sont donc représentés par des ensembles de particules liées par des traits pleins. Dans le cas de trois particules, on obtient :

Q_{300} =

Q_{110} =

Q_{001} =

Avec par exemple :

Q_{110} = 3 3!λ^9 ∫ V e^{−β(u‡12 +u∗13+u∗23)}d⃗r_1d⃗r_2d⃗r_3 où le facteur 3 au numérateur tient compte des trois possibilités pour placer le lien en trait plein.

Les potentiels effectifs dépendent explicitement de la fonction F (r, β) que nous avons introduite dans le cas des amas de Hill pour rendre compte du critère (1.22), mais on peut tout à fait utiliser ce formalisme pour d’autres définitions d’amas en choisissant la fonction F (r, β) correspondante [59, 70].

Annexe E

Percolation en gaz sur réseau

Le travail fondateur qui va établir un lien rigoureux entre transitions de phase thermodynamique et de type percolation est celui de P.W. Kasteleyn et C.M. Fortuin [43]. Le point de départ est un modèle de Potts à l’équilibre thermodynamique [44]. Ce modèle est une généralisation du modèle d’Ising : chaque site v du réseau possède x couleurs (au lieu de deux, spin up ou down seulement). Son hamiltonien s’écrit : βH = − ∑ l∈L K_l(σ_l − 1),

où L est l’ensemble de liens l = {v, v^′} entre sites plus proches voisins ; σ_l = 1 si les sites terminaux du lien sont de même couleur (σ_v = σ^′_v) et 0 sinon^1. Le résultat principal est que la fonction de partition thermodynamique Z de ce modèle peut s’exprimer comme la moyenne suivante : on effectue sur les N sites et L liens de ce réseau une percolation de liens avec la probabilité p_l qu’un lien l soit actif, où : p_l = 1 − e^{−2Kl} On calcule la multiplicité m_0 des amas de percolation ainsi obtenus, puis la moyenne statistique x^{m0} . Elle est égale à la fonction de partition : Z =< x^{m0} ; G > où G caractérise le réseau de percolation. Cette formule permet aussi bien une évaluation numérique de Z que, dans certains cas, un calcul théorique simple comme le montre l’exemple suivant.

Exemple : Modèle de Potts sur l’arbre de Bethe. Prenons K_l = βJ, ∀l. Soit N le nombre de sites si R est le nombre de liens pour une réalisation donnée, on a

1Nous avons repris ici les notations de Kasteleyn-Fortuin. Il ne faut pas confondre les spins de site σ_v qui ont x couleurs avec les spins de lien σ_l qui valent 0 ou 1.

clairement m_0 = N − R. On en déduit que : Z =< x^{m0} >= N−1∑ R=0 C^R_{N−1}q^R(1 − q)^{N−R−1}x^{N−R}, donc : Z = x[q + (1 − q)x]^{N−1}. À la limite thermodynamique on en tire l’énergie libre par site : f = − lim_{N→∞} kT N log Z = −kT log[1 + e^{−2βJ} (x − 1)].

En utilisant notamment des prolongements analytiques de ce résultat quand q → 1 ou 0, les auteurs ont décrit de façon unifiée un grand nombre de problèmes de physique statistique qui paraissaient différents (la percolation, le modèle de Potts, le réseau de résistance et la coloration de graphes).

Nous nous limiterons dans ce qui suit au cas du modèle d’Ising, x = 2. Considérons les ensembles formés de spins plus proches voisins de même couleur (amas d’Ising). En effectuant une percolation de liens avec la probabilité p_l sur ces amas on définit de nouveaux amas qu’on appellera les “amas de Kasteleyn-Fortuin” (KF ). On montre alors que : χ = β m_2 N , (E.1)

où χ est la susceptibilité magnétique et m_2 la moyenne statistique du second moment de la distribution en tailles des amas de KF .

Dans le cadre du modèle de gaz sur réseau, les amas de Coniglio-Klein (CK) sont les amas de KF constitués de spins up. La relation (E.1) montre que la compressibilité du gaz est proportionnelle à la largeur de la distribution en tailles des amas de CK ; ce qui implique qu’au point critique thermodynamique, et à ce point seulement, leur largeur diverge.

• Avec champ magnétique. L’hamiltonien peut s’écrire : βH = − ∑ l∈L K_l(σ_l − 1) − N∑ v=1 βH_v(σ_v − 1)

où N est le nombre de sites et H_v le champ magnétique au site v (dans la suite H_v = H, ∀ v). Pour exprimer, comme précédemment, cet hamiltonien comme un hamiltonien associé à un graphe, on va ajouter un site fictif o occupé par un spin fictif (“ghost spin” ou spin “fantôme”) σ_o = 1 dans le cas

H > 0. À l’ensemble L des liens l = {v, v^′} précédemment défini on ajoute l’ensemble L_0 des N liens {o, v}. Soit G^∗ le graphe défini par l’ensemble de liens L^∗ = L ∪ L_0 et des N + 1 sites. Clairement :

βH(σ, σ_0 = 1, G^∗) = − ∑ l∈L^∗ K_l(σ_l − 1)

avec K_l = βJ si l ∈ L et K_l = βH si l ∈ L_0. Dans le cas H > 0, la majorité des spins vaut +1, et, même si le champ est faible une fraction macroscopique (1−e^{−2βH} ≃ 2βH) de spins up est reliée au spin “fantôme” (cf figure E.1). Si H ≠ 0, il y a donc toujours un amas percolant [27, 105]. Ces amas s’appellent “amas de Swendsen-Wang” (SW ). À la limite thermodynamique tout amas contenant le spin “fantôme” est infini et réciproquement ; cet amas est unique.

Fig. E.1 – Seuls les spins up sont représentés sur ce réseau plan. Les liens entre spins up

sont actifs avec la probabilité 1 − e^{−2βJ} (trait gras) et les liens entre les spins up et le spin “fantôme” sont actifs avec la probabilité 1 − e^{−2βH} . On voit que des spins non connectés sur le réseau réel appartiennent au même amas par l’intermédiaire du spin “fantôme”.

En conclusion, dans le diagramme {ρ − T }, à part la singularité au point critique thermodynamique où les amas de SW coïncident avec ceux de CK (puisque H = 0), il n’y a pas de passage d’une phase percolante à une phase non percolante pour les amas de SW . Ils remplissent donc les critères des gouttelettes de Fisher énumérés à la fin de la section 1.2.3.

La fonction de partition est encore donnée par :

Z =< 2^{m0} ; G^∗ >,

où G^∗ est le réseau de N + 1 sites et L + N liens, mais m_0(R) est le nombre d’amas finis qui ne contiennent pas le spin “fantôme”. En effet, les amas liés au spin “fantôme” n’introduisent pas de facteur 2 dans la fonction de partition puisque leur spin vaut nécessairement +1.

Nous présentons pour clore cette annexe les relations entre les distributions en taille des amas de CK et SW [56]. D’une façon générale posons n_s = n_{s+} + n_{s−}, où n_{s+} et n_{s−} sont respectivement le nombre d’amas de spins up et de spins down de taille s. On se limite dans ce qui suit aux amas ne contenant pas le spin “fantôme”, ce qui est le cas de tous les amas de KF , de CK, des amas de SW de spins down et de la fraction e^{−2βHs} des amas SW de spins up. En effet la probabilité qu’un spin up ne soit pas connecté au ghost spin est e^{−2βH} , et pour s spins elle est de (e^{−2βH} )^s, puisqu’il s’agit de probabilités indépendantes de percolation. Par définition n^{ck}_s = n^{kf}_{s+}. Comme aucun spin down n’est connecté au spin “fantôme”, n^{sw}_{s−} = n^{kf}_{s−}. Donc : n^{sw}_s = n^{kf}_{s−} + n^{kf}_{s+}e^{−2βHs} (E.2) Par ailleurs le poids de Boltzmann implique que : n^{kf}_{s+} n^{kf}_{s−} = e^{2βHs} (E.3)

Des équations (E.2) et (E.3) on déduit que : n^{sw}_s = 2n^{kf}_{s−} et que : n^{sw}_s = 2n^{ck}_s e^{−2βHs} Ainsi, même si nck_s ∼ s^{−τ} avec τ < 3 la largeur de n^{sw}_s sera toujours finie (si H > 0).

La table suivante résume les différentes définitions d’amas.

amas de Définition Ising Sites plus proches voisins de même couleur KF Sites d’Ising liés par p = 1 − exp (−2βJ) CK Sites de KF de couleur σ_0 SW Sites de CK + sites liés par q = 1 − exp (−2βH)

Tab. E.1 – Définition des amas dans le cas du modèle de Ising avec champ magnétique. La couleur σ_0 est celle du spin “fantôme”.

Dans le contexte du gaz sur réseau, nous avons donné une interprétation physique des amas de Coniglio-Klein, interprétation qui se maintient pour toute valeur de H, ou encore du potentiel chimique ou de la densité moyenne. Nous n’en voyons aucune pour les amas de Swendsen-Wang.

Annexe F

Paramètres des simulations numériques

F.1 Algorithme de Monte-Carlo

Pour un nombre de particules N, une densité ρ et une température T donnés, un programme de Monte-Carlo Canonique (algorithme de Metropolis) permet de déterminer les positions et l’énergie potentielle du système [106].

Nous avons utilisé cette méthode pour calculer les distributions en taille des amas d’un système à l’équilibre de N = 11664 particules contenues dans une boîte cubique avec des conditions périodiques (cf chapitre 2). Le potentiel utilisé dans cette simulation est un potentiel de Lennard-Jones coupé en r_c = 3σ. Le déplacement maximal autorisé d’une particule à chaque itération est fixé pour obtenir un taux d’acceptation entre 40% et 70%. L’équilibre thermodynamique du fluide est supposé atteint lorsque l’énergie potentielle moyenne du système se stabilise. Le nombre d’itérations nécessaires pour thermaliser le système dépend évidemment du point du diagramme de phase que l’on considère. Au-dessus de la courbe de coexistence^1, quelques milliers d’itérations suffisent pour observer une variation relative de l’énergie potentielle inférieure à 1%. Les grandeurs moyennes sont alors calculées sur 1000 itérations. Le temps mis pour effectuer une itération est de l’ordre de 10 secondes sur un PC équipé d’un processeur pentium III de 450 MHz, ce qui représente environ 12 heures de calcul pour obtenir les propriétés du système en un point du diagramme de phase.

1Il est par contre très délicat d’étudier la région sous la courbe de coexistence et le point critique thermodynamique où l’on est confronté au phénomène de ralentissement critique.

128 ANNEXE F. PARAMÈTRES DES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

F.2 Dynamique Moléculaire

Nous avons utilisé un programme de Dynamique Moléculaire Microcanonique (nombre de particules N, densité ρ et énergie E donnés) pour étudier les propriétés énergétiques des amas dans le fluide à l’équilibre thermodynamique constitué de N = 10648 particules (cf chapitre 3) et pour déterminer le diagramme de phase d’un système de N = 125 particules (cf section 2.6). L’algorithme de Dynamique Moléculaire a l’avantage de fournir les vitesses des particules à chaque itération. Cette méthode a donc permis d’étudier les propriétés dynamiques des amas avec un système de N = 1000 particules (cf section 3.4) et l’expansion d’une gouttelette de N = 216 particules (cf section 4.3.1).

Notre programme de Dynamique Moléculaire est basé sur un algorithme de Verlet [107]. On considère un ensemble de N particules, confinées dans une boîte cubique, interagissant par un potentiel de Lennard-Jones coupé à une distance r_c = 3σ et translaté de façon à annuler continûment le potentiel en r = r_c : u(r) = { 4ϵ[(^σ_r )^{12} − (^σ_r )^6] − 4ϵ[(^σ_{rc} )^{12} − (^σ_{rc} )^6] si r ≤ r_c 0 si r > r_c

Les particules subissent sur les parois de la boîte des collisions élastiques qui assurent la conservation de l’énergie et de l’impulsion du système. L’énergie du système est fixée en choisissant la distance moyenne entre les particules placées initialement aux nœuds d’un réseau cubique à une composante aléatoire près. Les vitesses initiales des particules sont nulles. Ensuite, les équations du mouvement sont intégrées par itération avec un pas de temps δt = ht_0, où t_0 = √_{mσ2} 48ϵ est l’unité de temps du système et h une constante que nous avons fixée à h ≃ 0.01. Pour l’argon t_0 = 3.10^{−13} secondes, un pas de temps vaut donc 3.10^{−15} secondes. Nous avons vérifié que ce pas de temps était suffisamment faible pour conserver l’impulsion et l’énergie du système. Les variations relatives de cette dernière sont de l’ordre de 0.05% On considère que l’équilibre thermodynamique est atteint lorsque la température, calculée à partir de l’énergie cinétique moyenne des particules, devient constante en moyenne. Par exemple : pour N = 10648 particules, à la densité ρ = 0.5, le système est thermalisé en environ 8000 itérations. A basse densité, pour ρ = 0.05, il faut 10 fois plus d’itérations. Les grandeurs moyennes sont ensuite calculées sur 10000 itérations. La durée d’une itération est d’environ 0.5 secondes ce qui représente environ 10 heures de calcul.

Bibliographie

[1] T. Tanaka, G. Swislow and I. Ohmine, Phys. Rev. Lett. 42, 1556 (1979). [2] C. Cametti, P. Codastefano, P. Tartaglia et al., Phys. Rev. Lett. 64, 1461 (1990).

[3] J.P. Hansen and I.R. Mcdonald, Theory of Simple Liquids, Academic Press (1986).

[4] D. Ruelle, The equilibrium Theory of Classical Fluids, Ed. H.L. Frisch and J.L. Lebowitz, Benjamin New York (1964).

[5] C.N. Yang and T.D. Lee, Phys. Rev. 87, 404 (1952). [6] C.N. Yang and T.D. Lee, Phys. Rev. 87, 410 (1952). [7] M. le Baron Cagniard de La Tour, Annales de Chimie 21, 127 et 178 (1822) ; 22, 410 (1822).

[8] J.E. Mayer, J. Chem. Phys. 5, 67 (1937) ;

J.E. Mayer and P.G. Ackermann, J. Chem. Phys. 5, 74 (1937) ; J.E. Mayer and S.F. Harrison, J. Chem. Phys. 6, 87, 101 (1938) ; J.E. Mayer and M.G. Mayer, Statistical Mechanics, John Wiley and Sons (1940).

[9] R.K. Pathria, Statistical Mechanics, Pergamon press, première édition (1972).

[10] M.E. Fisher, Physics 3, 255 (1967). [11] J. Frenkel, J. Chem. Phys. 7, 200, 538 (1939). [12] W. Band, J. Chem. Phys. 7, 324 (1939).

[13] A. Bijl, Discontinuities in the Energy and Specific Heat, Thèse (1938). [14] W. Band, J. Chem. Phys. 7, 927 (1939).

[15] K. Huang, Statistical Mechanics, John Wiley and Sons (1987). [16] F.H. Stillinger Jr, J. Chem. Phys. 38, 1486 (1963). [17] S.G. Reed Jr, J. Chem. Phys. 20, 208 (1952).

[18] J.K. Lee, J.A. Barker and F.F. Abraham, J. Chem. Phys. 58, 3166 (1973).

[19] H.W. Wooley, J. Chem. Phys. 21, 236 (1953). [20] Y. Rocard, Thermodynamique, Edition Masson (1967). [21] C.S. Kiang, Phys. Rev. Lett. 24, 47 (1970). [22] C.S. Kiang and D. Stauffer, Z. Physik 235, 130 (1970). [23] L. Reatto, Phys. Lett. 33A, 519 (1970).

[24] D. Stauffer, C.S. Kiang, and G.H. Walker, Jour. of Stat. Phys. 3, 323 (1971).

[25] D. Stauffer and C.S. Kiang, Phys. Rev. Lett. 27, 1783 (1971). [26] D. Stauffer and A. Aharony, Percolation Theory, Taylor and Francis (1994).

[27] D. Stauffer, Physica A 168, 614 (1990). [28] J. Kertész, Physica A 161, 58 (1989). [29] K. Binder, Annals of Physics 98, 390 (1976). [30] F.F. Abraham, J. Chem. Phys. 61, 1221 (1974). [31] K. Binder, J. Chem. Phys. 63, 2265 (1975).

[32] F.F. Abraham and J.A. Barker, J. Chem. Phys. 63, 2266 (1975). [33] H. Müller-Krumbhaar and E. P. Stoll, J. Chem. Phys. 65, 4294 (1976). [34] E. Stoll, K. Binder, and T. Schneider, Phys. Rev. B 6, 2777 (1972). [35] A. Coniglio, C.R. Nappi, F. Peruggi and L. Russo, J. Phys. A : Math.

Gen. 10, 205 (1977).

[36] W. Klein, H.E. Stanley, P.J. Reynolds and A. Coniglio, Phys. Rev. Lett.

41, 1145 (1978).

[37] M.F. Sykes and D.S. Gaunt, J. Phys. A : Math. Gen. 9, 2131 (1976). [38] N. Jan, A. Coniglio and D. Stauffer, J. Phys. A : Math. Gen. 15, L699 (1982).

[39] T. Odagaki, N. Ogita and H. Matsuda, J. Phys. Soc. Japan. 39, 618 (1975).

[40] H. Müller-Krumbhaar, Phys. Lett. 48A, 459 (1974). [41] H. Müller-Krumbhaar, Phys. Lett. 50A, 27 (1974). [42] A. Coniglio, J. Phys. A : Math. Gen. 8, 1773 (1975). [43] P.W. Kasteleyn and C.M. Fortuin, J. of Phys. Soc. Japan 26, 11 (1969) ;

C.M. Fortuin and P.W. Kasteleyn, Physica 57, 536 (1972). [44] F.Y. Wu, Reviews of Modern Physics 54, 235 (1982). [45] A. Coniglio and W. Klein, J. Phys. A : Math. Gen. 13, 2775 (1980).

[46] C. Hu, Phys. Rev. B 29, 5103 (1984). [47] Z. Alexandrowicz, Physica A 160, 310 (1989).

[48] C.P. Schioppa, F. Sciortino and P. Tartaglia, Phys. Rev. E 57, 3797 (1998).

[49] H. Ottavi, Z. Physik B 44, 203 (1981). [50] D. Stauffer, J. Physique 42, L99 (1981).

[51] D.W. Heermann and D. Stauffer, Z. Physik B 44, 339 (1981). [52] J. Roussenq, A. Coniglio and D. Stauffer, J. Physique 43, L703 (1982). [53] X. Campi and H. Krivine, Nucl. Phys. A 620, 46 (1997). [54] A. Drory, Phys. Rev. E 54, 5992 (1996).

[55] A. Coniglio, F. de Liberto, G. Monroy and F. Peruggi, J. Phys. A :

Math. Gen. 22, L837 (1989).

[56] J. Wang, Physica A 161, 249 (1989).

[57] R.H. Swendsen and J. Wang, Phys. Rev. Lett. 58, 86 (1987). [58] J. Wang and R.H. Swendsen, Physica A 167, 565 (1990). [59] T.L. Hill J. Chem. Phys 23 617-22 (1955) ; Statistical Mechanics, McGraw-Hill New York (1956).

[60] J. Pan and S. Das Gupta, Phys. Rev. C 51, 1384 (1995). [61] X. Campi, H. Krivine and A. Puente, Phys. A 262, 328 (1999). [62] C. Dorso and J. Randrup, Phys. Lett. B 301, 328 (1993). [63] S. Kirkpatrick, J. of Stat. Phys. 34, 975 (1984). [64] E. Bonomi et J-L. Lutton, Pour la Science 129, 68 (juillet 1988). [65] A. Puente, Phys. Lett. A 260, 234 (1999).

[66] X. Campi, H. Krivine and N. Sator, preprint Cond-Mat/0005348. [67] N. B. Wilding, Phys. Rev. E 52, 602 (1995). [68] J. P. Hansen and L. Verlet, Phys. Rev. 184, 151 (1969). [69] X. Campi, Phys. Lett. B 208, 351 (1988).

[70] A. Coniglio, U. De Angelis, A. Forlani and G. Lauro, J. Phys. A : Math.

Gen. 10, 219 (1977).

[71] A. Coniglio, U De Angelis and A. Forlani, J. Phys. A : Math. Gen. 10, 1123 (1977).

[72] D. Stauffer, Z. Physik B 37, 89 (1980).

[73] A. Geiger and H.E. Stanley, Phys. Rev. Lett. 49, 1895 (1982).

[74] D.M. Heyes and J.R. Melrose, J. Phys. A 21, 4075 (1988). [75] D.M. Heyes and J.R. Melrose, Mol. Phys. 66, 1057 (1989). [76] M.E. Fisher and B. Widom, J. Chem. Phys. 50, 3756 (1969). [77] R.J.F. Leote de Carvalho, R. Evans, D.C. Hoyle and J.R. Henderson, J.

Phys. : Condens. Matter 6, 9275 (1994).

[78] C. Vega, L.F. Rull and S. Lago, Phys. Rev. E 51, 3146 (1995). [79] J. Stephenson, Can. J. Phys. 53, 1367 (1975).

[80] E.F. Carome, C.B. Cykowski, J.F. Havlice and D.A. Swyt, Physica 38, 307 (1968).

[81] K. Nishikawa and T. Morita, Chem. Phys. Lett. 316, 238 (2000). [82] T. Morita, K. Nishikawa, M. Takematsu et al., J. Phys. Chem. B 101, 7158 (1997).

[83] X. Campi, H. Krivine and N. Sator, à paraître dans Nuclear Physics A (2000).

[84] J.L. Lebowitz, J.K. Percus and L. Verlet, Phys. Rev. 153, 250 (1967). [85] P.A. Egelstaff, An introduction to the liquid state, Academic press (1967).

[86] C.A. Eckert, B.L. Knutson and P.G. Debenedetti, Nature 383, 313 (1996).

[87] N. Yoshii and S. Okazaki, J. Chem. Phys. 107, 2020 (1997). [88] A. Stein and G.F. Allen, Phys. Rev. Lett. 29, 1236 (1972). [89] P. Guenoun, F. Perrot and D. Beysens, Phys. Rev. Lett. 63, 1152 (1989). [90] D. Bonn, D. Ross, S. Hachem, S. Gridel and J. Meunier, preprint. [91] R. Balian, From Microsphysics to Macrophysics (volume 1), Springer- Verlag (1991).

[92] R.C. Miller and P. Kusch, Phys. Rev. 99, 1314 (1955) ; J. Chem. Phys.

25, 860 (1956).

[93] T.J. Schlagel and V.R. Pandharipande, Phys. Rev. C 36, 162 (1987). [94] V.N. Kondratyev, H.O. Lutz and S. Ayik, J. Chem. Phys. 106, 7766 (1997) ; V.N. Kondratyev, Ph. Blanchard and H.O. Lutz, Eur. Phys. J. D 8, 241 (2000).

[95] D. Vautherin, Supernovae, Les Houches Session LIV 1990, ed. S. Bludman, R. Mochvitch and J. Zinn-Justin, eds North-Holland, Amsterdam (1994).

[96] P.J. Siemens, Nature 305, 410 (1983).

[97] J.E. Finn, S. Agarwal, A. Bujak et al., Phys. Rev. Lett. 49, 1321 (1982) ;

A.S. Hirsch et al., Phys. Rev. C29, 508 (1984).

[98] B. Farizon, M. Farizon, M.J. Gaillard et al., Eur. Phys. J. D 5, 5 (1999). [99] B. Farizon, M. Farizon, M.J. Gaillard et al., Int. J. Mass Spectrom. Ion Proc. 164, 225 (1997).

[100] R.W. Shaw, T.B. Brill, A.A. Clifford et al., “Supercritical water, a medium for chemistry”, December 23 C&EN, 26 (1991).

[101] S.C. Tucker, Supercritical fluids, Ryoji Noyori Ed., Chem. Rev. 99, 391 (1999).

[102] I.B. Petsche and P.G. Debenedetti, J. Chem. Phys. 91, 7075 (1989). [103] N. Goldenfeld, Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group, Frontiers in Physics, Addison Wesley (1992).

[104] L. Landau et E. Lifchitz, Physique Statistique (Tome 5), Edition Mir (1984).

[105] J. Adler and D. Stauffer, Physica A 175, 222 (1991). [106] K. Binder and D.W. Heermann, Monte Carlo Simulations in Statistical Physics, Springer-Verlag (1992).

[107] L. Verlet, Phys. Rev. 159, 98 (1967).